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第 一 章 
量子 力学 的 基本 概念 


1 波 函 数 


按照 波动 力学 ， 力 学 系统 的 一 个 纯粹 态 中 在 任何 时 刻 由 
一 波 函 数 多 确定 ， 本 书 中 所 考虑 的 是 原子 或 分 子 之 类 的 力 
学 系统 ， 其 中 每 一 个 都 是 由 一 定数 目的 粒子 (电子 和 核 ) 所 组 
成 ， 波 函数 多 是 粒子 的 坐标 的 复 值 函 数 , 它 依赖 于 时 间 ， 并 
假设 其 满足 芒 定 记 方 程 . 


ih ov 
HY+3T 0. (1.1) 


忽略 自 旋 时 ， 色 中 出 现 的 坐标 是 了 个 粒子 的 正 交 坐 标 
gs 或 vy、 os 脚 标 9 从 工 取 到 六 哈密 顿 算 符 或 能 量 算 符 
五 的 定义 如 下 ， 设 一 pu 为 任 一 粒子 的 质量 , 则 经 典 哈密 顿 
量 用 下 式 表 示 ， 

2+D- 习 坟 (2 计 丰 + 玖 十 (9)， (1.2) 
TU(g) 为 势能 函数 ， 在 此 经 典 表示 式 中 ， 必 须 用 下 列 微分 算 
符 ; 
ov’ 
代替 动量 分 量 ps、pPy、p:, 于 是 得 到 算 符 ， 


页 6 
% Oz 


@ 与 “混合 态 ” 相 对 的 “纯粹 态 ” 概 念 是 冯 : 诺 意 曼 (J. von Neumann) 提出 
-的 , 例如 见 其 所 著 之 《量子 力学 原理 ?(Prineiples of Quantum Mechanics) . 


»* 了 荆 。 


2 2 2 2 
H-5- (Lr+tirt gr)+U(g) 


9 2 Ow? ov? 
_w 的 
3 4,+U(g). 
假定 波 函 数 罗 在 勒 贝 格 (Lebesgue) 意 义 上 可 积 , 且 在 . 
9 空间 上 具有 有 限 的 平方 积分 ; 
wy, y= |v"vag (1.8) 


(* 号 表示 复 共 生 )， 满 足 这 些 条 件 的 函数 罗 构成 希 尔 伯 特 空 
间 ， 此 概念 将 在 $2 中 加 以 更 充分 的 讨论 . 

如 积分 (L.3) 为 零 ， 则 函数 罗 几乎 处 处 为 零 ， 从 而 不 确 
定 任何 状态 ， 如 <《 妇 , 多》 不 为 零 ， 可 用 一 常数 因子 X 乘 函 数 
到 ， 使 < 到, 多》 变 为 1， 则 函数 被 “ 归 一 化 "， 函数 多 与 和 
确定 同一 状态 ， 如 多 是 归 一 化 的 , 则 多" 在 9 空间 中 任何 
可 测 域 也 上 的 积分 等 于 在 刀 中 找到 该 粒子 系 的 几率 . 这 是 
波动 力学 的 玻 恩 统计 解释 . 

最 重要 的 是 系统 的 定 态 , 即 仅 通过 因子 e-w 依赖 于 时 间 
的 态 : 


是 一 由 CI)e et, (1.4) 
妈 罗 满足 .1), 则 由 必须 满足 方程 
Hy= By, 
1.5) 
此 处 E= fw. 0 


方程 (1.5) 确定 一 本 征 值 问题 .问题 中 的 未 知 量 是 本 征 
珊 数 由 和 本 征 值 如 只 有 刀 属 于 算 符 互 的 分 立 谱 四 时 , 本 征 
函数 才 具 有 奇 有 限 的 平方 积分 .在 连续 谱 和 粒子 间 的 距离 很 大 
时 , (1.4) 形 式 的 解 的 行为 类 似 和 平面波, 这 时 积分 (1.3) 成 为 无 

D H. Lebesgue: «Lecons sur 1’integration», Paris: 1904, 
加 “point spectrom” 数 党 上 称 为 点 谱 或 离散 谱 一 一 译 者 注 。 
»。 2. 


穷 大 ， 但 属于 不 同 频率 的 函数 (1.4) 可 通过 积分 合并 成 使 
积分 (1.3) 取 有 限 值 的 波 包 . 

为 了 表明 这 一 点 ， 考 虑 一 个 自由 粒子 的 情况 。 在 此 情况 
下 , 能 量 算 符 为 : 


H- 一 站 (2 二 -十 -人 )， (1.6) 


B00 Oy 2 
而 (1.5) 的 解 是 平面 波 . 
由 一 ei(ka); (kg) 一 bw + hoy + kaz, (1 .7) 
站 一 La 
其 中 Kt= gr), 


形 如 (1.7) 的 函数 显然 具有 无 限 大 的 平方 积分 ,但 是 借助 
于 在 太空 间 上 积分 , 我们 能 构成 平方 积分 为 有 限 值 的 波 包 : 


vq) = 2m) | 上 herman dsdks, (1.8) 


在 整个 空间 上 的 三 重 积分 定义 为 在 b- 空 间 有 限 部 分 上 的 
积分 的 “均值 极限 @. 实际 上 普 朗 谢 勒 尔 (Plancherel) 定理 
阐明 ; %- 空 间 中 具有 有 限 平方 积分 的 每 一 个 函数 p(k)， 都 在 
9 空间 中 对 应 一 个 具有 同样 的 平方 积分 的 函数 由 (q), 反之 亦 
然 ，(1.8) 的 解 为 


pk)= 20) fy ee ardyds, (1.9) 


9- 空 间 上 的 积分 按 上 述 方式 定义 为 均值 极限 . 

在 本 书 中 ， 我 们 主要 考虑 属于 分 立 谱 的 状态 .对 于 这 些 
状态 面 言 ,积分 (1.3) 为 有 限 值 , 且 能 量 互 具有 完全 确定 的 值 
已 。 更 一 般 地 说 ， 在 量子 力学 中 每 个 可 测量 (如 动量 或 动量 
和 矩 ) 可 用 一 个 作用 在 又 上 的 线性 算 符 4 表示 ,如 果 罗 是 4 的 


@ 当 or>co 时 ， 如 积分 | |w 一 yj2aa 收敛 于 零 ， 则 称 Y 一 y(9) 是 函数 序 
列 yn 的 “均值 极限 2(4imit in the mean”)，。 


本 征 值 为 的 本 征 函 数 , 则 量 4 在 多 态 中 取 入 值 . 

根据 著名 的 玻 尔 频率 公式 , 诸 能 量 值 吾 决 定 原子 或 分 子 - 
的 可 见 光 谱 ， 在 辐射 场 的 作用 下 , 原子 可 从 具有 较 高 能 量 了 
的 状态 跃迁 到 具有 较 低 能 量 Bs 的 状态 , 或 者 相反 , 这 时 所 发 
射 或 吸收 的 光 的 频率 w'=2xv' 由 下 式 给 出 ; 

Bi Ho= hv' = hw’. (1.10) 

名 能 量 值 召 也 称 为 光谱 项 . 为 了 光谱 学 的 目的 ,用 he 除 
以 能 量 较 为 方便 ， 这 时 得 到 波 数 或 波长 的 倒数 ， 单 位 为 厘 . 
米 


$2 和 希 尔 伯 特 空间 


“ 希 尔 伯 特 空间 ”这 一 概念 可 用 不 同方 式 定义 ， 为 了 我 们 | 
的 目的 ， 最 简单 的 方式 是 从 变量 9 的 函数 2 出 发 , gp 在 勤 贝 
格 意义 上 可 积 , 且 yg 的 积分 有 限 . 若 wp 的 积分 为 零 , 则 称 
9 为 零 函 数 . 若 二 函数 之 差 9 一 出 是 零 函 数 , 则 认为 g 和 由 相 
等 . 希 尔 伯 特 空间 的 一 个 矢量 或 元 素 定义 为 与 给 定 函 数 帆 相 
等 的 一 类 函数 pg， 我 们 将 不 区 分 矢量 和 函数 由 ， 因 为 这 种 迎 
辑 上 的 差别 在 物理 上 是 不 重要 的 . 

全 体 矢量 的 集合 称 为 希 尔 伯 特 空间 ， 它 是 复 矢 量 空间 ， 
即 对 于 任意 二 元 素 2 和 峭 ， 定 义 了 其 和 9p 十 内， 对 于 任意 复数 
a, 定义 了 乘积 ap, 这 些 定义 具有 通常 的 性 质 ， 此 外 , 对 任意 
一 对 gp, 由, 定义 其 标 积 为 9 空间 上 的 积分 . 

<g, WH>= 9"yadg, (2.1) 
显然 , 2， 是 ,9》 的 复 共 斩 量 ,对 于 常数 w 有 下 列 各 . 
式 : 


9, ay> =aKy, 由 >， (2.2) 


Cap, =a'Lg, , (2.3) 
《2， 由 i 十 Wa> = 《g， Wi> + <9, 2>, (2.4) 
git ps, WO= 91, P+Lp2, PY. (2.5) 


著 二 函数 p, 由 的 标 积 为 零 ， 则 称 gp, 由 为 正 交 ， 标 积 的 一 种 
特殊 情况 是 模 平 方 ， 
lp|?= 9, 2 -jorar=| [9|?4dg. (2.6) 


+ 由 的 模 平方 为 ; 
[p+yl?= p+, p+ 
=<g, +p, PFS, p> + yb, >., 
如 9 与 出 正 交 ， 此 公式 简化 为 “ 毕 达 哥 拉 斯 定理 ”( 见 
图 1). | 
[gi+w ?= p+ 由 | 
(2.7) ?+ 风 由 
此 定理 对 会 下 列 推论 ; 
如 so 出 ;二 0， 则 
‘pyle|lpl?. (2.8) 
正 交 化 
如 函数 序列 加 ,Ws,… 为 非 正 交 序列 ， 则 可 用 一 正 交 序 
列 gi, fs. … 代替 ,使 所 有 形 如 o 同 十 … 廿 oo 加 的 线性 组 合 也 . 
可 表示 沪 pi, …, pr 的 线性 组 合 ， 反 之 亦 然 .pi，p2，… 按 下 - 
述 方式 确定 : 


1 


Wi = pi 
js = ap1+ gs 
Vs 一 001 十 cp 十 9a， 等 等 
车 gi 恰好 为 零 ， 则 gi 可 撤 开 ， 若 pa 不 为 零 ， 系 数 4 可 
»s 5 e 


按 下 列 方式 确定 ， 以 使 2 和 pr 正 交 ， 
《0l， 22> 一 《021， V2— Ap1) 一 《21， dz> 一 04Ol， 21> 一 0， 


由 此 得 出 : a SP 2 


同样 , 若 ps 为 零 , 则 可 撒 开 .， 若 不 为 零 , 系数 5 和 0 可 按 下 式 
确定 , 以 使 ws 与 p91, 92 正 交 : 


b= 《1 a> c= 《2, Ws> 
Ci, 91> Cg2, g2) ” 


在 由 形 如 jaya 十 … 十 bb 的 全 体 所 组 成 的 有 限 维 子 空间 
中 ， 正 交 化 程序 最 多 经 m” 步 即 可 完成 ， 这 时 我 们 得 到 子 空 间 
中 前 一 组 正 交 基 . 

设 由，…， pr 是 全 不 为 零 的 正 交 函数 . 我 们 尝试 用 它们 
的 线性 组 合 

VW'=c191 二 二 Cn On, (2.9) 

尽 可 能 地 逼近 函数 由. 

对 于 n=2 的 情况 ， 可 以 形象 地 表述 如 下 . 所 有 的 矢 
量 风 一 cpa 十 czys 都 位 于 平面 w 内 ， 令 了 与 P 为 矢量 由 和 
也 的 端点 ， 我 们 要 在 平面 内 找 一 点 P' 尽 可 能 接近 于 P 卫 ( 见 
图 2). 


从 一 点 向 平面 r 作 一 垂 线 PP 就 解决 了 这 个 问题 . 如 
由 是 矢量 OP' 而 9 是 矢量 了 PP, 则 有 : 
se 他。 


y= +9= pty. (2.10) 


此 问题 与 矢量 序列 wz，…，9。w 由 正 交 化 的 问题 是 相同 
的 .集合 的 前 % 个 矢量 已 正 交 ， 而 最 后 一 个 矢量 由 用 (2.10) 
所 定义 的 2 取代 即 可 ， 为 了 使 2 与 gz， …，gr 正 交 ， 如 前 所 
述 , 可 按 下 列 方式 确定 系数 C1,，…, Cr: 


人 Cx, Pn> ” 人 
者 矢量 ps 已 归 一 化 , 则 ; 
Cx = <x, >. 《2 .12) 


还 须 证 明 , yw 是 最 好 的 近似 , 或 者 从 几何 观点 看 就 是 , PP 

到 二 的 距离 比 呈 至 91,…， 9w 所 张 成 的 线性 子 空间 中 任意 
其 他 点 Q@ 的 距离 都 近 . 设 08=w'" 是 91,，…, 9 的 任意 线性 
组 合 。 我 们 应 证 明 下 式 . 

Iy -yliy—wl’, 
或 将 山 = 由 十 2 代入 , 即 ; 

19 十 由 一 夺 作 全 天 拉 
此 式 是 (2.8) 的 直接 推论 ， 因 省 一 "与 9 正 交 ， 从 几何 观点 . 
看 , QP 一 由 一 小 ' 是 直角 边 为 g 和 由 一 "的 直角 三 角形 PP'@ 
的 斜 边 ( 图 3). 


图 3 
将 同一 不 等 式 (2.8) 应 用 于 求 和 式 (2.10) 得 出 ; 


[lew . (2.13) 
车 和 失 量 gx 是 归 一 化 的 , 则 由 一 ca 十 十 congn 与 自身 的 
标 积 为 . 
[w= y=0et ton cn 


一 [oa|2 十 … 十 1oj2. (2.14) 
由 (2.13) 和 (2.14) 得 到 贝 塞 尔 不 等 式 : 


:ct ?十 十 oo 研修 7. (2.15) 
在 m=1 的 特殊 情况 下 ,由 此 不 等 式 得 出 : 
[po IEWY, Wy., 
全 1 是 归 一 化 的 ， 故 : 
|g WIEKg, p20 > 
若 将 w: 乘 以 任意 常数 c， 这 种 形式 的 不 等 式 仍然 成 立 . 
因此 ,对 于 任意 函数 gp 和 小 , 我 们 得 到 施 瓦 效 (Schwarz) 不 等 
式 : 
[Cg, 1 Ep, gh, 1. (2.16) 
此 不 等 式 的 一 个 推论 是 ， 若 由 通 近 Jo, 使 站 一 的 模 任 
意 小 , 又 如 果 g 固定 , 则 《pg, 米 将 和 逼近 《g，Wo>,， 即 差 值 
gp, WW —Kp, yo = Lp, $B— Yo 
将 任意 小 .因为 由 (2.16) 我 们 有 : 
92， 由 一 加 > 到 gy ool?. 
由 (2.11) 或 (2.12) 确 定 的 系数 cx 称 为 上 对 正 交 序列 (gi， 
ya，…) 的 展开 系数 . 
完备 序列 
车 希 尔 伯 特 空 间 中 每 一 函数 由 丝 可 用 一 线性 组 合 
六 wu 通 近 , 而 使 其 误差 的 模 任意 小 


pS ardhl <e, . (2.17) 


则 称 序列 加 , 上 ，… 为 完备 序列 . 
阁 上 上 述 情况 成 立 . 则 可 用 正 交 归 一 化 序列 gi， 22， … 代 营 
业 序列 ,并 写成 
y 一 六 bx Gr! <E. (2.18) 
现在 用 最 佳 逼 近 式 之 crpoxr 代替 之 pzxgpx, 此 处 系数 oc 由 
(2.12) 给 出 ， 此 近似 式 是 最 储 的 ,因此 有 ; 


La Gr’ <E. (2.19) 


cr 
均 收 全 也 称 为 希 尔 伯 特 空间 中 的 强 收 全 
将 (2.10) 代 入 (2.19), 我 们 得 到 ipi<e, 因 此 ， 
当 m->co 时 ， :gi->0. 
对 (2.10) 应 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,得 到 
illol = Tec!pl. (2.20) 
令 n 趋 于 无 穷 大 , 我 们 得 到 所 谓 的 完备 性 关系 式 : 
hh, P= or. (2.21) 
车 此 式 对 任意 函数 消 丝 成 立 , 则 oa， po,… 是 完备 序列 ， 
反之 亦 然 
任意 正 交 函 数 gy，9s，… 的 完备 集 称 为 希 尔 伯 特 空间 的 
一 组 正 交 基 ， 展 开 系数 w= 《px, 内 称 为 矢量 由 对 应 于 这 一 
组 基 上 的 坐标 . 它们 唯一 地 确定 矢量 风 因为 二 矢量 2 和 几 若 
具有 相同 的 坐标 ， 则 二 者 之 差 9 一 沙 的 坐标 皆 为 零 ， 因 此 由 
(2.21) 知 , 其 模 为 零 
今 设 9 与 出 的 坐标 为 bx 和 cs， 我 们 来 计算 标 积 《p, >. 


. 9 . 


车 用 > cgr 台 近 沙 , 则 标 积 《p, 籽 用 下 式 近 似 表示 
Cg, cipit+ +cngn? 一 CO，021> 十 … 十 CoGO，Gr> 
一 C4 有 十 十 cn02. 
因此 , 令 %” 趋 于 无 穷 大 , 就 得 到 下 式 ; 


Cp, WD ho, (2.22) 
此 式 是 (2.21) 的 推广 . 


3 线性 算 符 


把 矢量 变 为 矢量 的 算 符 4 若 满足 下 列 条 件 ， 则 称 为 线性 
览 符 或 线性 变换 
Al(g+) = Agp+ Avy, (3.1) 
4(cp) 一 cAp 【ce 为 常数 ). (3.2) 
并 不 要 求 对 全 体 矢量 2 都 定义 Ap. 例如 ,动量 算 符 
于 9 
4 Ov” 4 0 2 Oz 
仅 对 可 微 函数 有 定义 ， 而 且 即 使 p 是 可 微 的 ， 也 无 需要 求 
52 的 模 有 限 ， 但 是 要 求 dp 对 希 尔 伯 特 空间 中 一 组 列 泌 的 
男 数 mp 有 定义 , 即 用 p 通 近 任意 函数 册 时 ,可 使 jg 一 州 住 意 
小 . 
设 gy， 92,，… 为 算 丛 和 能 对 之 作用 的 正 交 归 一 化 的 函数 
系 , 则 称 4gr 的 展开 系数 
Ci;, APr> = jr 《38 .+ 六 
为 算 符 4 对 于 ob pz … 的 矩阵 元 . 
跃迁 几率 
就 原子 和 电磁 场 之 间 的 相互 作用 而 言 ， 原 子 的 电 和 矩 是 最 
ea 10 。 


(3.8): 


重要 的 ， 2 轴 方 向 的 电 第 为 : 
在 一 补 er0y， (3.5) 
其 中 ww, 是 第 9 个 粒子 相对 原子 质心 的 坐标 . 对 于 y,z 方 
向 的 分 量 了 和 2 有 类 似 的 表示 式 ， 经 典 量 对 对 应 一 量子 力 
学 算 符 苹 , 相当 于 将 ey wy 乘 消 此 算 符 在 哈密 顿 算 符 瑟 的 
归 一 化 本 征 函 数 上 的 矩阵 元 为 
Vin = <P;, X pry. 
令 媚 ; 和 Bx 分别 为 属于 态 gy 和 9x 的 能 量 值 ， 我 们 可 设 
加; 二。 如 果 只 限于 考虑 偶 极 辐射 , 则 原子 在 呈 时 间 内 ， 从 
gx 态 跃 迁 到 较 低 的 9; 态 ， 并 发 射频 率 为 w 的 光量 子 的 几率 
为 耳 ， 


(op 上 十 Jr 十 zm) Ed. (3.6) 


各 和 矩阵 元 wxz，Wixz，2jx 分 别 决定 发 射 相应 偏振 光量 子 的 
几率 ， 如 有 若干 状态 gy 属于 同一 能 量 如 , 则 须 将 式 (3.6) 对 
这 些 态 取 和 . 此 和 式 不 依赖 于 同属 能 量 也 的 诸 本 征 矢 量 记 
构成 的 线性 空间 中 基 矢 组 w 的 选择 ， 发 射 光 的 强度 自然 与 
跃迁 几率 成 正比 . 

如 果 对 于 属于 能 量 和 Bi 的 每 一 对 矢量 gy 和 wx, 矩阵 
元 zx， Vixr 和 zjx 丝 为 零 , 则 Bn-> 如 ; 跃迁 不 能 发 生 : 它 是 禁 戒 
的 ， 但 这 不 是 严格 正确 的 , 因为 我 们 忽略 了 多 极 辐射 

对 称 算 符 

如 果 对 于 算 符 4 所 能 作用 的 任何 一 对 函数 ， 下 式 演 成 
芯 : 
| QD 海 森 堡 发 表 在 2Z. Phys. 33 (1925) 上 的 关于 量子 力学 的 第 一 篇 论文 中 
已 隐 含 了 式 (3.6) .约旦 (Jorqan) 在 与 玻 思 和 海 森 堡 合作 的 论文 (Z. Phys. 35) 


中 ， 月 量子 场 论 的 方法 验证 了 此 公式 。 另 一 个 更 好 的 证 明 是 狄 拉克 提供 的 ， 见 
Proc. Roy. Soc. A 114(1927). 


ee II 。 


Cp, AW> = Ap, W>,- (3.7) 

则 称 4 为 对 称 算 符 ( 或 弱 自 轿 算 符 )， 如 果 4 是 对 称 算 符 , 则 
和 矩阵 ax) 具有 厄 米 对 称 性 , 即 . 

Uj = Cj. (3.8) 

对 称 算 符 的 例子 是 ， 刚才 定义 的 算 符 肚 、 了 、2Z 以 及 动量 

或 冲 量 算 符 (3.3)， 利 用 分 部 积分 ， 能 对 冲 量 算 符 证 明 (3.7) 

式 .积分 域 有 限时 所 出 现 的 边界 积分 , 当 边 界 趋 于 无 穷 远 时 极 . 

限 为 零 . 同样 ， 若 能 量 算 符 互 只 作用 于 这 样 的 一 些 函数 9 


上 ， 它 们 的 所 有 导数 ps，Vy, gx 使 | p29s4 等 积分 都 为 有 


限 , 则 可 证 明 已 为 对 称 算 特 . 
现在 我 们 来 证 明 两 个 关于 对 称 算 符 的 本 征 值 和 本 征 函 数 
的 定理 . 
1. 对 称 算 符 的 本 征 值 是 实数 . 
【证 】 令 由 为 4 的 一 个 本 征 函 数 ，- 
A =A. 
利用 (3.7), 我们 得 到 . 
Ch, Ay> = <Ay, 从， 
他 Ch 内 
A, 内 一 Nd WD. 
几 不 为 零 , 入 必须 等 于 Y, 因此 是 实数 . 
. 属于 对 称 算 符 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 相互 正 交 . 
ee 令 师 和 四 为 44 的 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 : 
4 屿 = 和 id 加， Ajs=hs Ys, Ny, 
利用 (3.7) 得 : 
《4 yo> = hh, Ays>, 
Nh, > 一 《yn， Naj2> 。 
二 


因 入 是 实数 ,我们 可 将 上 式 写 成 . 
Mk, > 一 和 acur， ya>， 
(aa 一 as V2 =0, 
Cn, $2>=0, 


$4 超 极 大 算 符 


相应 于 量子 力学 中 可 测量 的 算 符 , 不 仅 是 对 称 算 符 (这 保 
证 了 其 本 征 信息 实数 )， 而 且 在 汉 - 诺 意 曼 @ 的 意义 上 是 自 狐 
算 符 或 超 极 大 算 符 (Hypermaximal Operator)， 下 面 说 明 其 

令 4 是 作用 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 釉 密 函数 集 { 上 的 
任意 线性 算 符 , 并 令 92 是 一 固定 矢量 .假定 对 于 4 能 作用 的 
所 有 了 山 , 存在 一 个 矢量 x, 使 下 式 成 立 ; 

<p, A = x, WD. (4.1) 

如 果 存 在 这 样 的 矢量 x, 则 它 由 op 唯一 决定 ， 且 pg->x 的 映射 
是 一 线性 算 符 4", 称 为 4 的 共 轿 算 符 .， 如果 共 轿 算 符 4 各 
算 符 4 完全 相同 , 这 意味 着 4" 是 对 同样 的 一 些 函数 由 (不 增 
深 旗 的 ) 定 义 的 , 则 算 符 忒 称 为 自 斩 算 符 或 超 极 大 算 符 @. 

若 4 为 超 极 大 算 符 , 则 (4.1) 殖 涵 着 下 式 ; 

‘p, AWD = Ap, WD, (4.2) 
因此 4 是 寺 称 算 符 .反之 ,车 4 是 对 称 算 符 ， 则 可 将 其 定义 
域 扩张 , 使 之 成 为 超 极 大 算 符 , 但 这 种 扩张 不 一 定 是 唯一 的 . 
不 同 的 扩张 可 能 产生 不 同 的 谱 . 例如 : 若 4 是 算 符 一 中 [do2 


中 见 冯 : 左 意 曼 的 基 刺 论文 :“ 厄 米 泛 函 算 符 的 一 般 本 征 值 理论 ” 
(Allgemeine 了 :gpnwerttheorie Hermetischer Funktionaloperatoren). Math. 
Ann. 102, p. 49 (1929) . 

@ 亦 称 豆 类 算 符 一 一 详 者 注 。 
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作用 于 定义 在 闭 区 间 (0, m) 上 、 且 在 边 界 上 其 值 及 其 一 阶 导 
数值 组 为 零 的 函数 频 上 , 则 4 是 对 称 算 符 ， 但 不 是 超 极 大 算 
符 : 它 没有 本 征 函 数 ， 也 没有 谱 若 扩张 定义 域 使 之 包括 所 
有 在 边界 上 为 零 的 函数 ， 则 本 征 函 数 为 sn mwz， 本 征 值 为 吧 . 
如 果 是 加 上 别 的 边界 条 件 , 则 可 能 得 到 不 同 的 本 征 值 . 

加 芯 包 证 明了 , 原子 或 分 子 的 哈密 顿 算 符 五 是 自 轿 的 . 

冯 : 诺 意 曼 证 明 , 任 和 何 自 邦 算 符 具 有 谱 分 解 ， 为 了 说 明 其 
意义 ， 首 先 考虑 具有 纯 分 立 谱 的 算 符 4， 例 如 前 面 所 考虑 的 
算 符 : 


4 一 一 oy ， (0&7) 


#0) =r) =0., 
在 此 情况 下 ， 正 交 归 一 化 的 本 征 函 数 gi:，gps，… 构成 一 正 交 
完备 序列 ， 每 一 矢量 由 可 展开 为 一 强 收敛 级 数 : 


WS Ck Pk, Cy = Kx, 水 > (4.3) 


如 由 属于 算 符 4 的 定义 域 , 则 矢量 好 也 能 展开 为 : 
AY = 2 bi pr, 
Ox= px, AY> = Agpr, Y= Npr, 出 
= MPr, Y= Men, 
因此 我 们 得 到 ; 


AY = ZN cr Pr. (4.4) 
令 Ma ho, … 是 不 同 的 本 征 值 . 对 于 每 一 个 入 值 ， 在 
(4.3) 式 中 有 一 部 分 和 . 
一 之 cx 《gr 属于 入 )， 
求 和 遍及 属于 本 征 值 和 的 各 qr， 属于 任 一 入 的 各 本 征 函 数 
@ 加 芯 : 蔡 定 证 型 哈密 上 琐 算 符 的 基本 性 质 。T. Kato: Transactions Amer. 
Math. goe. 70, p. 195(1951) . 


» J4 


构成 希 尔 伯 特 空 间 的 个 线性 子 空间 工 , 而 悄 正 是 少 在 
了 上 的 正 交 投 影 ， 令 已 , 是 将 由 变换 成 其 投影 心 的 投影 算 
符 , 则 (44.3) 可 写成 : 

b= = PY. (4.5). 


ee ed 所 以 诸 投 影 算 符 P; 之 . 
和 等 于 恒 等 算 符 1. 


1= SP,. (4.6} 
与 此 类 似 , (4.4) 可 写成 
A=2 NAP, (4.7} 


这 就 是 算 符 4 的 “ 谱 分 解 . 
为 了 表明 这 种 谱 分 解 的 应 用 , 我 们 举 出 两 个 应 用 例子 : 
1. 4 的 函数 
设 (ww) 是 实 变量 ww 的 任 一 复 函 数 .。 遵循 汉 ' 诺 意 曼 的 方 
式 , 我 们 可 定义 算 符 f(4). 
f(4) = FN)P,. (4.8) 
算 符 f(4) 的 定义 域 由 使 下 列 和 收敛 的 那些 矢量 由 构成 ， 
SFOP, b=ZEF NY,. 
例如 ， 基 了 (WW) 古 函数 了 (Ww) =e ， 则 序列 
0h, 
对 任意 函数 由 皆 收 敛 ,因此 算 符 
ei4t— Fo- Pp 
在 希 尔 伯 特 空间 中 处 处 有 定义 .事实 上 很 容易 看 出 ， 此 算 符 - 
2. 解 薛 定 刘 方 程 . 
令 瑟 一 id4， 可 将 方程 人 1.1) 稍 加 简化 为 


e 1 w 


QAP _ ;Ay. (4.9) 


如 及 具有 纯 分 立 谱 ， 则 4 也 如 此 . 若 互 的 本 征 值 为 五 = 
5#o, 则 4 的 本 征 值 是 各 频率 值 ，4 的 谱 分 解 为 4 一 之 了 
现在 可 以 立即 写 出 (4.9) 的 解 为 : 
VO) = (0), (4.10) 
式 中， 
A (4.11) 
为 了 将 谱 分 解 推广 到 连续 汪 谱 ， 我 们 必须 用 积分 代替 求 和 
式 (4.6) 和 (4.7)， 一 般 说 来 ， 不 存在 属于 单个 本 征 值 和 的 本 
征 函 数 ,但 是 由 不 等 式 : 
和 1: 开 入 三 和 2 
所 确定 的 任何 间隔 4 都 对 应 希 尔 伯 特 空间 的 一 个 线性 子 空 
间 Za， 对 此 子 空间 的 正 交 投影 是 一 个 投影 算 符 , 它 可 以 写成 
两 个 投影 算 符 之 差 ,分 别 对 应 于 间隔 一 ce 到 和 和 一 =c 到 入 >: 
4P() = 卫 ()a) —P(M). 
代替 求 和 式 (4.6),，(4.7),(4.8) 和 (4.11)， 我 们 现在 得 
到 下 列 积分 式 : 


1-| (Gd 忆 (7)， 
A= a dP (A), 
f(4)= j fdP(N), 


CiAf | e ?id P(N), 


鲁 且 与 前 面 类 似 , 可 将 藤 定 请 方程 的 解 写 成 下 列 形式 ， 
V(t) e040), A=i1H. 
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关于 这 些 公 式 的 更 充分 的 说 明和 和 证明 ， 读 者 可 参阅 斯 脖 
(M. 瑟 ， Stone) 的 著作 : “和 希 尔 伯 特 空间 中 的 线性 变换 > 
(Tinear Transfornations in Hilbert Space”, Amer. Math. 
Boe. Colloguium Publications 15, Providenoe 1932)., 

§65 分 高 变量 

经 常 遇 到 这 样 的 情况 : 所 考虑 的 粒子 系 的 坐标 9，…，9e 
可 分 成 两 组 q1,…，9, 和 9n+1,…, gs, 使 能 量 算 符 (或 近似 的 ， 
未 加 微 扰 的 原始 能 量 算 符 ) 五 由 两 部 分 组 成 

疙 二 二 下 站， 

其 中 五! 只 包含 q1,，…, qs 的 函数 和 对 这 些 变量 的 微 商 ， 而 
如 ,只 包含 qi，…，9。 的 函数 和 对 这 些 变量 的 微 商 。 例如 ， 
如 1 和 及, 可 以 是 忽略 相互 作用 的 两 个 原子 的 能 量 算 符 . 在 
这 种 情况 下 , 五 的 本 征 孙 数 可 取 下 列 乘积 的 形式 . 

ONG1，… 9) 由 (nr 9s), 
其 中 9 是 Hi 的 本 征 函 数 , 而 由 是 五 。 的 本 征 函 数 . 显然 , 这 
类 乘积 是 瑟 的 本 征 函 数 , 因 为 

Hoy= (H+ Haph~= (Hip)y to( HY) 

= Bigh+ Eph= (Bit Bo)py. 

因此 ， 相 应 于 gy 的 本 征 值 为 召 = 如 十 Eo， 现在 的 问题 
是 : 系统 的 全 部 本 征 值 是 否 都 能 用 这 种 方式 得 到 . 

如 果 我 们 假定 互 : 的 本 征 函 数 wz，9pa… 组 成 一 正 交 完备 - 
集 的 话 , 回 答 就 是 肯定 的 . | 

【证 】 设 x 是 五 的 一 个 本 征 水 数 . 我 们 可 将 x 看 作 9 
“…， gs 的 函数 ,并 将 其 展开 为 均值 收敛 的 级 数 ， 

xz 一 立 Po G1 9n)Co(CGnr1 ED (5.1) 


oI? » 


系数 c; 是 4，…，9" 空间 中 的 标 积 . 
og PD- | wxzaF (5.2) 


此 处 gz ,dg …, dg，. 那 末 囊 怎样 对 o 作用 呢 ? 我 们 仿 
定 ， 对 五 中 的 Cnfi Ge 的 微分 运算 能 移 到 (5.2) 中 的 积分 
号 内 进行 ， 因 此 得 到 . 


和 | gHort dV,— Lg,, 五 sz 


= 《gp,, HX?— 9,, Hix> 
= 《9,, Ex>— 《Hig,, X>, 
狠 为 五 ; 是 对 称 算 符 。 由 于 gs 是 Hi 的 本 征 值 为 也 ,的 本 征 
函数 , 因此 有 : 
Hyc,= Elg,, x>— Bg,, x> 一 (加 一 五 ) Cp,, x> 
=(E— BE,)c,. (5.3) 
由 此 得 出 , 6 是 五 的 本 征 函 数 ,本 征 值 为 
bE,=E-—E,. (5.4) 
因此 ， 每 个 本 征 值 召 是 一 个 和 豆 十 下 ， 而 且 相 应 的 本 征 顶 
数 xX 是 五 1 和 五 ;的 本 征 函 数 的 乘积 之 和 ,如 (5.1) 所 示 . 

车 假定 本 征 函 数 gp, 所 对 应 的 本 征 值 加, 在 v->oo 时 趋 于 
无 穷 大 , 且 玉 有 下 界 , 则 任意 给 定 的 召 只 可 能 按 有 限 种 方式 
分 解 成 思 十 杞 .因而 求 和 式 (5.1) 中 只 包含 有 限 项 . 

如 果 互 :; 的 谱 不 是 纯 分 立 谱 , 我 们 对 本 征 函 数 wz，pa，… 
所 作 的 假定 就 不 满足 了 . 但 是 对 此 方法 作 适 当 的 改变 仍然 可 
得 到 类 似 的 结果 .， 例如， 我 们 可 以 用 $4 中 的 积分 代替 求 和 
式 (5.1)， 下 述 例 子 能 清楚 表明 这 一 点 . 

原子 或 分 子 的 三 个 质心 坐标 总 可 以 从 其 他 坐标 分 离开 . 
为 确切 起 见 ， 考 虑 出 一 个 核 和 上 个 电子 组 成 的 一 个 原子 . 设 
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go 是 核 的 坐标 , 91，…， gs 是 电子 的 坐标 . 本 征 值 问 题 可 用 下 
式 表示 : 


-总 4+0)W=-Ey (5.5) 
现在 引入 新 的 坐标 , 即 质心 坐标 g。 和 电子 相对 质心 的 从 
标 9y: 
go 一 Logo 十 Mi91 十 … 十 LU191， 
M= pnt pt tp 
gs™ gs—gdo (9=—1, 2,.…, f). 


{hi Nh Ei i a 

1 2 (> -) +U y= Ry. 
(5.6》 

其 中 他 习 8/8g 是 一 个 矢量 算 符 ， 对 应 于 诸 电子 相对 于 


质心 的 动量 之 和 ， 或 对 应 于 原子 核 相对 于 质心 的 动量 取 负 
号 , (5.6) 中 的 平方 是 指 矢量 自身 的 标 积 . 

如 果 没 有 外 力 , 势能 嫩 只 依赖 于 相对 坐标 9'。 因此 , 变 
量 91,，…, 9) 和 9 可 以 分 离 ， 而 整个 系统 的 本 征 函 数 可 写成 
下 列 乘积 的 形式 ; 

VW= wg) pg, ,7). (5.7) 

对 玉山, 我 们 得 到 质量 为 M 的 自由 粒子 的 薛 定 兽 方程 ， 
本 征 函 数 为 平面 波 ， 代 替 求 和 式 (5.1)， 我 们 得 到 类 似 (1.8) 
的 积分 ， 不 存在 属于 单个 能 量 值 如 的 本 征 函数 , 但 是 存在 属 
于 任意 小 的 能 量 间隔 4 及 的 本 征 函 数 , 将 乘积 (5.7) 积 分 可 得 
到 这 些 本 征 函 数 , 其 中 第 一 个 因子 峰 是 平面 波 , 而 如 则 满足 
简化 的 巷 定 亩 方程 
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对 于 有 关 原 子 光谱 的 记 有 问题 ， 只 要 解 方 程 (6.8) 就 足够 了 ， 
质心 的 运动 可 以 不 管 . 

在 最 简单 的 情况 下 , 一 1， 即 原子 只 有 一 个 电子 , 这 时 方 
程 (5.8) 简 化 为 : 
种 3 4+0)y= Bs. (5.9) 

Hi pp 

这 正 是 带 有 质量 0 Mos 《Ko 十 1) 的 、 受 国定 核 吸 

引 的 单个 电子 的 检定 廖 方程， 现在 我 们 来 解 这 个 方程 


6 有 心力 场 中 的 一 个 电子 
有 心力 场 中 单个 电子 的 薛 定 雇 方 程 为 : 
加 
-eB (6.1) 
其 中 势 了 是 半径 7 的 函数 ， 在 纯 库 伦 场 的 情况 下 ( 气 原 子 或 
氨 离 子 ), 函数 矿 为 : 
V2. (6.2) 
方程 (6.1) 可 用 分 离 变量 法 来 解 . 在 极 坐 标 7, 8@, 9 中 ， 
可 将 算 符 4 写成 
a 2 1 


es 2 D 3 
Bp 5 (6.8) 


是 下 列 微 分 算 符 : 
1 0 1 D2 
De 0 
因此 , 本 征 函 数 可 取 乘积 的 形式 ; 
一 Fr)7(6, 9). (6.4) 
因子 和 了 满足 下 列 微分 方程 


e。 20。 


2 (6.5) 
Ott)f-ef -Bf (6.6) 


-Bs Rs 

函数 了 (8, g) 的 本 征 值 问题 (6. 四 与 势 了 (7) 的 形式 无 
关 ， 众 所 周知 ， 此 方程 的 解 是 球 谐 函 数 了 f"”, 相应 的 本 征 值 
为 . 


和 二 二 1 二 1 (6.7) 

为 了 用 $5 的 方法 证 明 : (6. 了 ) 式 的 所 有 本 征 防 数 都 是 
(6 .4) 型 乘积 的 和 , 我 们 首先 指出 ,(6.5) 式 的 本 征 函 数 Yi" 构 
成 单位 球 上 的 正 交 完 备 函 数 集 . 

定义 球 谐 函 数 了 ,或 了 I” 的 最 简单 的 途径 是 从 齐 次 型 
0, 出 发 , 即 满足 势 方程 如 ,=0 的 %, y, z 的 ?次 齐 次 多 项 式 ， 
这 些 齐 次 型 称 为 势 型 ， 为 了 求 得 它们 ,我 们 引入 复 坐 标 
wv 十 iy 和 ww 一 iy 代替 wz 和 y, 并 写 出 . 

U= Setotiy)?r (2 — diy) 2 ?9 
( 求 和 凯 及 满足 p 十 9 三 i 的 所 有 非 负 整 数 对 p, 9). 条 件 4U,= 
0 给 出 递 推 公式 : 
4(p+1)(g+1)cpr,arit (I—p—g)(l—p—g—1)c=0. 

令 Uf 是 UV 中 差 值 p 一 9 取 确 定 值 mw 的 那些 项 之 和 . 
递 推 公式 确定 Vi 的 系数 到 一 个 常数 因子 .整数 m 的 取 值 
范围 为 一 到 十 2 因此 有 21 十 1 个 线性 独立 的 势 型 Ui"”， 用 
极 坐 标 7r，@, 9 表示 U4 和 UL， 我们 得 到 . 


Di~ry, UM-ryY, (6.8) 
久 及 
Yp™ = enff" (0). (6.9) 
利用 (6.3), 由 条 件 4U0,=0 得 出 : 
DY,= 1+ DY, (6.10) 


e Le。 


因此 , 球 谐 函 数 了 ,是 (6.5) 式 的 本 征 函 数 , 其 本 征 值 
入 =-- 一 !(! 士 工 ) . 
因为 微分 算 符 DD 是 $3 意义 下 的 对 称 算 符 ， 所 以 不 同 阶 
(关外) 的 球 谐 函 数 了 ,和 了 vy 是 正 交 的 .mm 天 mm' 的 同 阶 球 谐 函 
数 了 fm 和 了 f"? 也 是 正 交 的 , 这 是 因为 下 列 因子 
Eine omep oi(m mp 
对 2 的 积分 为 零 . 
现在 我 们 来 证 明 ， 单 位 球 上 的 任何 连续 函数 都 能 用 球 谐 
函数 Ul 的 一 个 和 一 致 台 近 , 而 使 误差 <s， 这 就 蕴涵 了 函数 
组 Ui"” 的 完备 性 . 
设 f(@, 9) 为 一 连续 函数 . 则 函数 
v=7°f(0, 9) 
在 全 空间 连续 . 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定 理 ， 在 封 
闭 立 方 体 


iw| S1, |y| 1, |z| <1 
中 ， 函 数 v 可 用 多 项 式 P(z, y，*) 逼近 ， 此 多 项 式 是 齐 次 型 
之 和 ， 现 在 我 们 来 证 明 ， 每 个 呈 次 型 刁 ， 能 表示 为 乘 以 了 的 
宕 的 势 型 之 和 , 形式 如 下 : 
F=U,+720,_ s+7iU, s+ 二 +72U,_on., (6.11) 
此 式 对 于 0 次 或 1 次 型 肯定 成 立 ， 因 为 它们 是 势 型 ， 现 
在 假定 ,对 wn 一 2 次 型 此 式 成 立 , 我 们 来 证 明 它 对 n 次 型 也 成 
并 .因为 JF 是 w 一 2 次 型 ,有 下 式 ; 
AF=U, or20, s+ (6.12) 
令 
Ui=m—Dntiti)U: GQ=n—2,n—4,.…), (6.13) 
利用 (6.11) 式 来 确定 齐 次 型 U0,， 我 们 须 证 明 ，U, 是 势 型 . 
将 4 作用 于 (6.11) 的 两 边 , 得 到 ; 
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4 及 = JU SD (一 站 (十 /二 1)72277 
7 一 中 一 2 


一 40 上 +D 3 十 9207 s+ (6.14) 
由 (6.12) 和 (6.14) 得 出 40, 0, 这 就 证 明了 我 们 的 论点 . 因 
此 , 函数 系 或 了 是 单位 球 上 的 完备 系 . 
令 由 为 (6.1) 的 任意 本 征 函 数 ,将 展开 成 均值 收 合 的 级 
数 : 
$= on FO, 9). (6.15) 


为 了 方便 起 见 ， 设 了 Yi" 是 归 一 化 的 .因而 系数 cm(7) 是 
用 对 单位 球 上 的 积分 来 计算 的 标 积 《YI”, pg》>， 与 $5 类 似 ， 
可 证 明 ， 邓 数 cm(7) 是 式 (6.6) 的 本 征 函 数 , 且 级 数 (6.15) 只 
包含 有 限 项 ， 因 此 , 每 个 本 征 函 数 上 都 是 (6.4) 型 乘积 的 有 限 
和 . 

数 ! 称 为 角 量 子 数 ， 本 征 值 问 题 (6.6) 依赖 于 和 ， 从 而 
依赖 于 1 对 应 每 个 1 值 ，(6.6) 的 本 征 值 可 用 主 量子 数 m 
编号 , n 从 一 最 低 值 开始 取 下 列 数值 : 

外 一 【十 工 Lt+2,…, 
对 于 每 个 % 和 i, 位 量子 数 mm 取 2 十 1 个 值 : 
m=l, 【一 上 ，… 一 人 

能 量 值 瑟 与 吧 无 关 ， 因 此 对 应 每 个 能 量 值 , 有 24 十 1 个 
线性 无 关 的 本 征 函 数 f(7)Y 了 5”, 

在 库伦 势 玉 =Zeir 的 情况 下 ，(6.6) 的 本 征 函 数 是 合流 
超 几 何 函 数 叫 , 本 征 值 只 与 % 有关 而 与 1; 无关: 

B Ze 


Hn 


Q@ 例如 见 : Whittaker 和 Watson 著 《 现 代 分 析 > (Modern Analysis), 第 
让 六 章 “ 合 流 超 几何 函数 ”. 
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2Z=1 时 , 得 出 熟知 的 氨 光 谱 项 : 
守 一 2 一- 有 一 一气 #- 一 109722 厘米 -1 
下 列 帕 迁 . 
E>E2, E>E,, 五 -> 五: 
分 别 产生 氢 光 谱 的 巴尔 未 (Babmer) 系 ， 帕 辛 (Paschen) 系 和 
束 曼 (Lyman) 系 ( 见 图 当 . 

其 次 考虑 锂 . 钠 、 钾 或 饮 之 类 原 
子 ， 它 们 具有 一 个 在 原子 核 和 其 余 
电子 产生 的 有 心力 场 中 运动 的 价 电 
Ws 子 ， 这 些 电子 形成 一 球 对 称 的 电 

Ei 子 云 ， 部 分 地 屏蔽 了 核 的 场 ， 在 二 
i 级 近似 中 ， 可 以 考虑 价 电子 引起 的 
电子 云 极 化 ， 对 于 很 小 的 7 值 ， 势 
sp 矿 近 似 为 Ze/r: 即 电子 云 没有 影 
六 响 ， 对 于 大 的 7 值 ， 势 近似 为 er: 
2 即 核 与 电子 去 在 一 起 的 作用 恰似 氢 

图 4 复原 子 的 光谱 核 . 

结果 , 其 能 量 值 低 于 和 毛 的 本 征 值 ， 因为 吸引 力 比 毛 核 强 . 
光谱 项 可 用 下 式 表示 : 

1_ EE 

A mK) 
式 中 的 KK 在 0 和 1/2 之 间 , 与 的 关系 不 太 大 ， 当 1=0 时 ， 
光谱 项 显著 低 于 氧 的 项 . 人 1 一 4,2, … 时 , 校正 数 及 接近 于 
零 、 

利用 微 扰 理论 , 可 以 从 理论 上 证 明 式 (6.16), 但 它 最 初 是 
从 实验 发 现 的 .光谱 学 家 发 现 ， 观 察 到 的 碱 金属 谱 线 的 波长 


ea Cd4 。 


0 


TO00000 
厘米 ” 


(6.16) 


可 以 以 有 形 如 (6.16) 的 光谱 项 得 出 ， 这 些 谱 项 排列 成 这 样 一 些 

— 称 为 ，s- 系 , P- 系 , Q- 系 和 ff- 系 等 .这些 谱 系 分 别 相 当 
于 江村 数 1 了 到 0, 1, 2, 3 各 值 . 

号 为 主 量子 数 见 取 值 IT1， 1 十 2, … 根据 理论 和 实验 , 有 


下 列 谱 项 , 
i=0， sg- 系谱 项 18，28，38，48,，…… 
t= 1， 入 系谱 项 2p, 3p, 4p, 
==2， dQ- 系 ， 谱 项 3d, 40, 
1!=3， 广 系 ， 谱 项 4f,… 


和 位 发 现 ， 发 射线 和 吸收 线 总 是 相应 于 从 一 个 系 回 相 邻 
系 的 跃迁 ， 即 ，s- 项 上 只 与 p- 项 合并 ,yy- 项 只 与 8- 项 及 Qd- 项 合 
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图 5 锂 的 光 雍 


并 等 等 ( 见 图 用 量子 数 1 表示 的 话 , 此 规则 可 表述 为 ， 
-> 土工 (6.17) 


在 第 三 章 中 将 用 群 论 给 出 此 规则 的 一 个 理论 证 明 . 


$7 微 扰 理 论 


考虑 下 列 形式 的 本 征 值 问题 : 
(Hot+eV)v= EY, (7.1) 
其 中 是 小 量 . 假定 我 们 已 经 知道 无 微 扰 算 符 瑟 。 的 本 征 务 
数 和 本 征 值 . 问题 是 要 计算 (7 .1D 式 的 本 征 函 数 和 本 征 值 . 
如 假定 本 征 值 和 本 征 函 数 是 8 的 短 级 数 . 


FE= E+e Eit. 
由 = 十 2 遇 十 … 
则 可 将 此 式 代 入 (7.1), 得 到 Bs 和 的 条 件 : 
(Ho— Eo)ho=0, 47 .2) 
CHo— Eo = (Bi1—V)ho, (7 .3) 


(Ho~Eo)y = (Bo 了)W+ Bajo, 等 等 . (7.4) 
条 件 (7.2) 要 求 , 如 是 五 6 的 属于 本 征 值 Bo 的 一 个 本 征 
多数 . 此 本 征 函 数 必 须 这 样 选取 ， 使 得 条 件 (7.3) 等 具有 解 
Wi 等 等 ， 令 gp 是 0 的 属于 同一 本 征 值 Bo 的 任 一 本 征 函 数 ， 
则 CY.3) 等 各 式 的 左边 总 与 9 正 交 ， 
<g, Hot Bo) = (Ho— Eo)g, 1)=0, 
因此 右边 也 必 与 9 正 交 .因而 对 于 所 有 的 8， 我 们 得 到 下 列 
条 件 . 
《9,，《(Bi1 一 了 )Wo> 一 0， 等 等 . (7.5) 
现 假定 如 的 本 征 值 为 Eo 的 诸 本 征 函 数 构 成 一 线性 空 
则 So, 它 由 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 gy, 9z,， …，9n 张 成 ， 则 
(7.5) 可 写成 : 
<。26 。 


Pn, (Bi—V)wW>=0 (一 二 3 ”). (7.6) 
这 是 下 列 未 知 函 数 的 有 限 维 本 征 值 问题 : 


Wo 一 co 十 … 十 cn Pn. (7.7) 
令 Pu, V9,> = vy, 我 们 可 将 (7.6) 写 成 ; 
Eic,—> Vw cy = 0. (7.8) 


因此 轧 是 有 限 矩 阵 (v,w) 的 一 个 本 征 值 ， 而 (7.7) 中 的 电 是 
相应 于 此 本 征 值 的 本 征 和 撩 、 本 征 值 是 下 列 久 期 方程 的 解 : 


入 一 Vi1 Vig » Vin 


V21 人 一 022 Von 一 0 (7.9) 


nd Vn 一 Don 
本 征 矢 如 可 通过 解 线性 方程 组 (7.8) 求 得 , 而 遇 可 从 线性 方 
程 (7.3) 算 出 ， 下 一 个 方程 (7 .名 可 用 同样 方法 处 理 . 这 样 ， 
就 得 到 了 形式 上 满足 条 件 (7.2) 的 加 和 由 的 短 级 数 . 这 是 玻 
恩 @ 在 1925 年 提出 ， 而 薛 定 户 @ 在 1926 年 再 次 发 现 的 微 扰 
法 .本 书 的 处 理 方法 采 自 弗 利 德里 希 的 书 @. 
现在 产生 了 一 个 问题 : 本 征 值 也 和 本 征 函 数 沙 是 否 真 是 
s 的 解析 函数 ， 且 能 展开 为 收敛 寡 级 数 ? 瑞 利 希 (Rellich) 在 
发 表 于 < 数学 年 鉴 y (Math. Annalen 1I13，116，117 和 118) 
上 的 一 系列 基本 论文 中 ， 首 先 处 理 了 这 个 问题 . 假定 算 符 
五 。 和 eV 满足 某 些 正 规 性 条 件 , 瑞 利 希 证 明了 本 征 值 和 本 征 
函数 实际 上 是 s 的 解析 函数 . 
纳 吉 (Sz. Nagy) 和 加 了 蒋 (T. Kato) 等 从 更 一 般 的 观点 出 
@ Borrn, Lieisenberg and Jordan: Z. Phys. 35, p. 557, Chapter 工 84. 
@ E. Seirddinger: Quantisierungals Eigenwertproblem III，Annalen 
Ger Physik 80, p. 437 . 


©®@ EK. O. Friedrichs: Perturbation of Spectra in Hilbert Spaces, Amer. 
Math. Soc, (Providence 1965) 。 
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发 ， 继 续 发 展 了 瑞 利 希 的 研究 . 弗 利 德里 希 将 理论 推广 到 连 
续 谱 ， 为 了 全 面 的 了 解 , 读者 可 参考 加 茧 的 书 : “线性 算 符 的 
微 扰 理论 >(Perturbation Theory for Linear Operators)， 斯 
普 林 格 出 版 社 ，1966. 


$8 角 动 量 和 无 穷 小 旋转 
在 波动 力学 中 ， 一 个 原子 或 分 子 的 动量 矩 分 量 用 下 列 算 
hv/ 0 ~0 
ee 


2 高 -站 


nw 名 ) 


求 和 遍及 全 部 粒子 -. 总 动量 条 的 平方 用 下 列 算 符 表 示 
LA 
算 符 工 ,, 世 , 工 与 空间 旋转 有 一 简单 的 关系 .如 果 一 个 
电子 的 位 置 绕 z 轴 旋 转 一 无 穷 小 角度 da, 则 坐标 z, y, > 的 
变化 是 : 
dz=—yda, dy= Xda, z=0, 
旋转 五 对 函数 由 (q) = 出 (zw, y, 2) 的 作用 定义 如 下 ， 函 
数 出 变换 成 一 新 函数 炎 ， 由 下 式 确定 : 
VRg) 一 山 (9) (8.1) 
换 名 话说， 新 函数 光 在 新 点 9' 一 Rg 的 值 定义 为 原来 函 
数 册 在 原来 点 9 的 值 . 代 蔡 式 (8.1), 我 们 也 可 写成 ; 
山 (9) 一 由 (有 -9)， 
其 中 羽 为 着 旋转 .因此 , 在 绕 % 轴 作 无 穷 小 旋转 的 情况 下 ， 


wb (vw, Y, 2) wdr, y—ady, 2— dz). 


找 以 ， 
Y= 
{yo ,oY 
=(y 下- = By jau. 
六 此 , 求 增 量 籽 只 十 将 下 列 算 符 : 
0 
i 


作用 在 由 上 , 并 乘 以 旋转 角 ada. 同样 对 于 几 个 粒子 的 坐标 
的 函数 汪 (q1,，…, 9;)， 为 了 求 得 与 所 有 粒子 绕 % 轴 的 无 穷 小 
同时 旋转 相对 应 的 增 量 du， Ne 


1 = 一 (地 二 -一 2 (8.2) 


(对 了 个 粒子 求 和 )， 并 乘 以 ce。 因此 , 称 算 符 (8.2) 为 绕 = 轴 
的 无 穷 小 旋转 ， 同 样 . 算 符 : 
T= —iLs, 也 = 一 
称 为 绕 w 轴 和 ?% 轴 的 无 穷 小 旋转 . 
算 符 I, I, I, 满足 下 列 对 易 关 系 : 
Tyls— {ly= {1s, 
了 :7 :一 7 一 7， (8.3) 
(TT,—I1,Is= 1,. 
如 力 场 是 球 对 称 的 ， 旋 转 使 属于 任何 能 级 的 本 征 函 数 变 
换 成 属 二 问 一 能 级 的 本 征 函 数 ， 因 此 ， 无 穷 小 旋转 工 ,, 荆 ， 
了 ,在 属于 任何 能 级 的 诸 本 征 函 数 所 构成 的 线性 空间 中 诱导 
出 线性 变换 .在 球 对 称 场 中 的 单个 电子 的 情况 下 ， 本 征 冰 数 
是 函数 (7) 与 球 谐 函 数 了 Yr? 乘积 之 和 . 因子 f(7) 在 旋转 下 
不 变 ， 因 此 我 们 只 须 研 究 Yz" 的 线性 变换 。 首先 考虑 无 穷 小 
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旋转 7 ， 因 为 了 F 等 于 ee 乘 以 一 个 @@ 的 函数 , 我 们 有 : 
TPr=—imYY, 
由 此 得 出 ， 
LYr=~mYr. (8.4) 
因此 ，Fz 属于 工 ; 的 本 征 值 mw， 此 结论 也 可 表述 如 下 : 
在 状态 f(7)Y? 中 , 角 动 量 jos 取 值 rm. 
现在 我 们 来 计算 算 符 .23， 对 于 单 电 子 的 情况 ， 有， 


-高 - 记 (高 -。 剖 ) 


+(e 遍 到 遍 ) 


-CC 剖 1Y 部 +7 部) 
引入 极 坐 标 , 并 利用 (6.3) , 得 到 
— 2=D (8.5) 
考虑 到 (6.5) 和 (6.7) 得 出 : 
LIFPP=IOHIF Cr) YY, (8.6) 
即 , 在 f(r)YY? 态 中 ， 算 符 .YZ? 取 值 认 十 DD). 
旧 学 派 的 物理 学 家 们 习惯 于 画 一 个 长 度 为 六 的 角 动 量 
矢量 天 2%, 其 指向 使 :2 分量 取 可 能 值 之 一 jm(m=l, lL 一 1， 
“,—D. 
正常 塞 受 效应 
如 交 是 z 方 向 的 恒定 磁场 , 矢 势 .o 可 由 下 式 确定 : 


1 Pe 到 
As -FYH, 4,= oH,, A,。 0. 


此 磁场 中 一 个 电子 的 哈密 顿 量 中 的 磁 微 扰 项 为 ; 
。 .30 。 


二 
UA (2 2) 


hh 9 gy 
其 中 ， Pa 一 本 B57 等 等 . 
将 此 式 代入 上 式 , 得 到 ， 
W=xH,L,, (8.7) 
6 
此 处 % 一 oe == 玻 尔 磁 子 . 


设 五 。 为 电子 的 无 微 扰 中 心 对 称 哈密 顿 量 . 如 前 所 见 ， 
可 适当 选取 及 。 的 本 征 函 数 使 之 同时 也 是 工 , 的 本 征 函 数 ， 相 
应 的 本 征 值 为 m, 因此 也 是 下 列 算 符 之 和 的 本 征 函 数 . 
H=Ho+W= HtxH.,L,, 
其 本 征 值 为 . 
BE= Eo+%H,m,. (8,8) 
因此 , 磁场 中 能 谱 项 的 移动 就 等 于 五 sm. 
容易 将 此 结果 推广 到 具有 几 个 电子 的 原子 .在 下 一 章 中 
我 们 将 看 到 ， 总 可 以 选取 无 微 扰 哈密 顿 算 符 五 。 的 本 征 函 数 
mn, 使 得 绕 z 轴 转 过 a 角 的 旋转 BR。 将 ym 变换 成 e- ”yn, 这 
里 m% 是 整数 .于 是 我 们 再 次 得 到 : 
Lajm = mpn, 
和 前 面 一 样 , 又 可 导出 式 (8.8). 
本 征 值 m 称 为 原子 的 磁 量子 数 ， 因 为 处 于 yn 态 的 原子 
的 行为 恰似 一 个 在 > 轴 方 向 上 的 磁 第 为 mx 的 磁铁 ， 与 mm 一 
m 跃迁 所 对 应 的 谱 线 频率 由 下 式 给 出 : 
ho=E—E'= (Bo Eo)-+xH,m—m'), (8.9) 
m 的 选择 定 则 
根据 8 3， 跃 迁 几 率 ， 因 而 谱 线 强度 与 原子 电 矩 分 量 邓 、 
了 、2 的 矩阵 元 人 yw， 避 Vo>、 《mr， 了 yo> 《Gyon> 的 绝 
ea 1。 


对 值 平 方 成 正比 .代替 这 些 量 , 我 们 也 可 以 考虑 革 +iY， 
入 一 和 和 2 的 矩阵 元 , 即 : 


CH) mn {WAX + ) dg, 


(Xi7) mm | Wi ) ndg, 


Zum= | 如 2 bindg. 
例如 ,考虑 单个 电子 的 情况 ， 如 果 第 一 个 被 积 函 数 
WK FEY) 
用 极 坐 标 表 示 , 它 包含 一 因子 
Dm 
此 因子 对 g 的 积分 为 零 ， 除 非 mw 一双 十 1， 完全 相同 ， 除 非 
7 竺 一 二， 第 二 个 积分 为 零 ; 除非 mr'=m, 否则 第 三 个 积分 
为 岭 . 由 此 得 出 选择 定 则 为 : 
ml， Mm 一 1 或 mm. | (8.10) 
而 且 , 在 m% 一 m 的 情况 下 ,发 射 光 在 2 方向 上 偏振 , 而 在 
另外 两 种 情况 下 ，%y 平面 内 的 观察 者 看 到 线 偏振 光 ，z 方向 
上 的 观察 者 看 到 圆 偏振 光 . 上 述 结论 对 于 几 个 电子 的 情况 也 
成 立 ，iiw 表示 式 (8.9) 中 的 差 值 mw 一 m' 只 能 取 0 或 土 1， 因 
此 只 有 三 条 等 距离 的 谱 线 .这 是 正常 峙 显效 应 反常 塞 曼 效 
应 将 结合 “ 自 旋 电 子 "问题 在 第 四 章 中 讨论 . 
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$9 线性 变换 


能 相 加 并 能 乘 以 实数 或 复数 3, c, … 的 对 象 ( 称 为 矢量 ) 
Uv, … 的 任何 集合 , 若 满 足 通常 的 加 法 和 乘法 规则 ; 
2 十 人 一 人 十 妈 | (Ut+V) C=Uc+ ve 
Ut+ V+WwW)= +0) | Ub+ce)=ub+uc 
0+u=u | Upc) = (Ub)c 
—U+uU=0 | Ul=1. 
则 称 为 实 或 复 矢量 空 间 . 
例如 ,$§ 2 中 所 定义 的 希 尔 伯 特 空间 是 复 矢量 空间 . 属于 
一 定 能 级 的 诸 本 征 函 数 总 是 构成 一 复 矢 量 空间 . 
者 失 量 空间 中 的 所 有 矢量 2 剖 是 % 个 线性 无 关 的 矢 
量 @1,…, @, 的 线性 组 合 : 
人 一 Ci0l 十 … 十 encn， 
则 称 为 mn 维 空间 ， 维 数 % 不 依赖 基 矢 et，…，eu 的 选取 . 
【 例 】 属于 一 能 级 如 的 原子 或 分 子 的 本 征 函 数 构 成 一 
有 限 维 矢量 空间 . 
在 本 章 中 ,所 有 的 矢量 空间 都 是 有 限 维 复 失 量 空间 ， 
将 一 天 县 空间 变换 到 日 身 内 或 另 一 矢量 空间 内 的 线 
性 算 符 或 线性 变换 4 是 一 个 运算 , 它 将 每 个 变换 成 Av 并 
县 有 下 列 性 质 : 
A(urv) = Aut+ Av, A(uc) = (Au)ce. 
将 变换 自作 用 于 基 矢 上 , 得 到 ; 


» 3 . 


Aer= Sean. (9.1) 
只 要 系数 ar 已 知 , 就 能 把 4 作用 于 任何 矢量 好 = > excr， 
得 到 : 
40D 一定 > eiaircr. 
我 们 可 以 将 此 式 写 成 Zeici, 系数 of 为 ; 
0 一 之 Gucx. (9.2) 
因此 ,一旦 选 定 了 矢量 空间 的 一 组 确定 的 基 ea，…，enm. 
将 Y 变换 到 自身 内 的 每 个 线性 变换 自 就 完全 由 其 矩阵 


CI G12 … Qin 
< | 
dnl Una °°* Crn 
所 确定 . 同样 ,将 六 变换 到 另 一 矢量 空间 WY 内 的 线性 变换 . 
和 被 一 长 方 年 阵 4 所 确定 . 
如 果 两 个 线性 变换 4 和 允 一 个 接 一 个 作用 :; 先 品 后 4, 
则 得 到 一 乘积 变换 A485. 
(AB)v= A(Bv) = ABv. 
将 乘积 变换 和 4B 作用 于 基 矢 es, 就 得 到 其 矩阵 . 
ABe.= A(Be:) = A(S. ejb) 
=2(Ae) br = EF emubn. 


符号 之 意 指 : 对 每 个 出 现 两 次 的 指标 求 和 .乘积 变换 的 
矩阵 是 和 矩阵 4 和 BB 的 乘积 4B. 4 的 矩阵 元 为 . 


Cw = Td. 
如 矩阵 4 的 行列 式 不 为 零 ,， 则 可 以 由 方程 (9.2) 解 出 cx. 
这 时 cz 是 cf 的 线性 函数 : 
cz 一 之 xx0y. (9.3) 


公式 (9.3) 定 义 一 线性 变换 D， 称 为 4 的 逆 ( 变 换 ): 
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D=A-1, 
4 4 将 任何 矢量 2 变换 成 自身 . 
4-14D 一 0. 
因此 乘积 4-+4 以 及 44-! 是 将 每 个 和 撩 量变 成 自身 的 恒 
等 变换 I. 的 矩阵 为 单位 矩阵 


Te 


1 0 … 0 
0 1 … 0 
工 一 和 本 a 
0 0 .. 1 


另 一 方面 , 车 行列 式 Det(4) 为 零 ， 则 变换 委 没有 逆 变 
换 , 并 称 为 奇异 的 . 
如 果 通 过 矩阵 为 王 = (pa) 的 非 奇异 线性 变换 P 引入 新 
基 矢 来 代替 ex: 
dy= Per = > ejpir, 
ex= Pidi= 2 dnqrm, 
则 有 息 对 于 新 基 的 矩阵 可 以 计算 如 下 : 
Ad,= AZTepn = Tensprnr= ES drqudipin, 


因此 4 的 新 矩阵 为 : 
4 一 P-L14P. (9.4) 
矢量 空间 的 厄 米 型 是 如 下 类 型 的 表示 式 ; 
H(V) = Zhicicy, (9.5) 
其 中 复 系数 hx 满足 对 称 条 件 
“hrs = Psx. 


由 于 此 条 件 , 五 (v) 的 值 是 实数 . 若 对 于 v0 的 任何 矢量 ， 
五 (v) 丝 为 正 值 , 则 型 五 称 为 恒 正 型 ， 恒 正 型 的 一 个 例子 是 
单位 型 . 
H(v) = Zoercs. 
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现在 令 如 (ob) 为 任意 厄 米 型 ， 计 算 吾 (e+o)， 我 们 得 
到 四 项 之 和 
H(u+rv)= Hu HW)+H, t) + HV, 1), 
其 中 H(u, v) = 2 idicy, 
HV, WU) = cibx. 
卖 示 式 鼠 (&， 5) 称 为 属于 型 五 的 标 积 。 它 具有 下 列 性 
质 : 
Hilu. 一 co 1)， 
lH (gu, Be) 一 ce (U, V), 
Hautv, wo =H(u, w+H(, w), 
Hlu, vt = Hu, ot Hu, w), 
Hiv, vp) = H(), 
H(vV, Ww =H(u, v)”. 
如 有 果 在 一 矢量 空间 上 给 定 一 恒 正 厄 米 型 五 (2)， 则 此 空 
癌 称 为 西 矢量 空间 ， 当 我 们 只 考虑 一 个 恒 正 厄 米 型 时 ， 可 以 
省 略 宁 和 母 五 , 用 《4, 5》> 和 《02， 5》 来 代替 (wu, 9) 和 HH(v). 
在 $3 中 对 和 希 尔 伯 特 空间 叙述 了 一 个 正 交 化 过 程 . 同样 
的 过 程 也 能 应 用 于 西 和 拓 量 空间 ， 因 而 得 到 下 述 正 交 化 定理 . 
正 交 化 定理 ”者 给 定 一 恒 正 厄 米 瑞 《vV, 9>， 总 可 以 选取 
一 组 基 矢 et …，en 使 它们 既 正 交 , 即 
和 Ce,, ey =0 (%¥h), 
叉 妆 一 化 , 即 
“xr, Ox>=1. 
如 基 欠 是 正 交 且 归 一 化 的 , 厄 米 型 五 (v2, D9) 成 为 单位 型 . 
GD，12> 一 之 ck0x. 
对 于 西天 量 空间 7Y 的 每 个 m 维 子 空间 ,存在 一 正 交 
补 空间 : .9Y 六 它 由 正 交 于 291,…, Vw， 因而 正 交 于 中 所 有 
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矢量 2 的 那些 矢量 妈 组 成 ,根据 正 交 化 定理 , 我 们 可 以 选取 
V1，…，Vm 为 正 交 归 一 化 矢量 ， 并 可 找到 相互 正 交 且 正 交 于 
D1,，…, Vm 的 矢量 Dr VD， 使 得 和，…，Vr，…，2n 构 
成 整个 空间 六 的 一 组 基 ， 如 果 做 到 了 这 一 点 ，VDm+1,， ,Dn 
构成 ”六 的 一 组 基 , 因此 .XY+ 的 维 数 是 % 一 m， 闻 中 每 个 矢 
量 纪 能 以 蛤 一 的 方式 写成 和 的 形式 2 十 tp, 其 中 心 在 .7 中 而 
ww 在 .7+ 中 .此 事实 夹 述 为 : 是 .7 与 + 的 直 和 . 
Y= IBIS. 
车 线性 变换 妈 使 所 有 的 标 积 保持 不 变 : 

CAu, Av> = <u, vo», 
则 称 为 么 正 变换 .此 条 件 要 求 

之 hixat0i Gc 一 之 hbic. 
这 是 关于 妇 和 ez 的 恒等式 ,因此 


之 NinQijaxL =hx. (9 。 6) 
如 用 4+ 袁 示 4 的 转 置 复 共 轿 矩 阵 , 则 条 件 (9.6) 可 写成 
AtiHA=H. 
如 瑟 为 单位 矩阵 了 ， 则 可 和 写成 
AtASET (9.7) 
与 (9.7) 等 价 的 条 件 为 4f 是 4 的 逆 : 
4-1 一 41 (9.8) 


由 49.8) 我 们 看 到 , 么 正 变换 4 总 有 一 逆 变 换 4 +. 因 丝 
任何 么 正 变换 都 是 非 奇 异 的 . 
满足 下 列 条 件 的 线性 变换 生 称 为 自 罗 的 : 
Au, v>=u, Av>. (9.9) 
若 基 矢 是 正 交 归 一 化 的 ，4 的 自 轿 性 可 表示 为 一 组 简单 
的 等 式 au 一 au 或 
41+= 4. 


引 理 车 一 自 斩 的 或 么 正 的 线性 变换 4 将 矢量 空间 学 
的 一 个 线性 子 空间 .Y 变换 到 其 自身 内 , 则 它 也 将 正 交 补 空间 
.9+ 变换 到 其 自身 内 . 

【证 】 首先 令 妈 为 肯 斩 的 ， 如 如 是 .YZ 中 的 任意 矢量 而 
2 是 .” :上 中 的 任意 矢量 , 有 

《4zD, v>= 0, Av> =0. 

因此 Aiw 与 Y 中 所 有 矢量 2 正 交 , 所 以 Atw 在 .9 上 中 ， 

其 次 令 和 为 么 正 的 ， 息 诱 导出 一 个 将 变换 到 其 自身 
内 的 么 正 变换 ， 因 为 么 正 变换 是 非 奇 异 的 , 此 变换 将 .映射 
到 其 自身 之 上 ， 即 中 所 有 矢量 都 能 写成 Av 的 形式 ，v 为 
六 中 的 矢量 .现在 对 于 中 的 每 个 vb 和 .9+ 中 的 每 个 ww， 
有 


<Aw, Av>= 0, >=0. 
因此 Aw 与 .7 中 所 有 矢量 Av 正 交 , 故 Aw 在 .9 上 中. 
利用 此 引 理 , 我 们 来 证 明 下 述 定理 . 
定理 ” 任 一 自白 变换 或 么 正 变换 4 都 有 由 mn 个 本 征 矢 
21，…， 2 组 成 的 正 交 完备 集 . 


【证 】 久 期 方程 
Q11 一 入 W132 CT 
a1 CQ23 一 人 es Qon 一 0 (9.10) 


的 每 一 解 入 至少 给 出 一 个 本 征 矢 wo wa 的 坐标 601, …, 6 通 
过 解 下 列 线性 方程 组 求 得 : 
《ciz 一 入 )cz 十 ciacs 十 … 一 0， 
Co2ic 十 (Ca33 一 入 )ca3 十 … 一 0， 


Cnl01 十 CnaC3 十 … 一 0. 
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根据 引 理 ，4 将 与 名 正 交 的 全 部 矢量 所 构成 的 空间 
91 变换 到 其 自身 之 内 ， 因此 ， 用 同样 的 方法 ,在 二 1 中 
又 能 找到 一 本 征 矢 v2， 只 是 久 期 方程 为 % 一 1 次 而 已 。 在 
Yi1 中 ,与 Ds 正 交 的 矢量 又 构成 子 空间 .”*-*， 以 此 类 推 ， 

如 果 采 用 所 求 得 的 矢量 bg，…，p 作为 光 的 基 矢 ， 则 变 
换 44 的 矩阵 成 为 对 角 和 矩阵 


A1 0 ov。 
4 er 


于 是 变换 4 被 对 角 化 或 变换 到 主轴 上 ， 

如 和 4 是 对 角 化 的 ， 容 易 看 出 ,4 的 每 一 本 征 值 入 都 是 对 
角 元 素 为 ,…, 和 之 一 , 每 个 本 征 矢 v2 都 是 属于 本 征 值 入 一 入 
的 诸 本 征 矢 vx 的 线性 组 合 . 实际 上 , 设 2 是 任意 本 征 矢 

Av =v 和 \. 
我 们 可 以 用 vx 表示 9: 
DV = ViQ1 十 … 十 80 
将 4 作用 于 此 和 式 , 得 到 
VIN 十 … 十 Do 和 an 一 (oOial 十 十 nan) 入 
使 系数 相等 , 得 出 
oo 一 ax 和 《〈8 一 二 多 )。 
如 ax 不 为 零 , 此 式 殖 涵 
入 7 一 入 . 

因此 ,除了 入 等 于 入 的 诸 基 矢 以 外 , 所 有 的 m 都 为 零 , 因 
而 2 是 Xx= 和 的 诸 基 矢 wx 的 线性 组 合 . 

如 怒 是 自 斩 的 ,所 有 的 本 征 值 入 都 是 实数 . 另 一 方面 ， 
如 人 是 么 正 的 , 和 %; 的 绝对 值 等 于 l 因此 可 以 写成 

入 一 erer， 
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定理 ”任何 一 组 可 对 易 的 自 斩 或 么 正 线性 变换 都 能 同时 
对 角 化 ， 

【证 】 如 果 属 于 该 组 变换 的 所 有 矩阵 都 是 单位 矩阵 的 倍 
数 XI， 则 此 电 言 是 显 见 的 ， 因 此, 令 和 4 为 该 组 的 一 个 具有 非 
对 角 和 矩阵 的 变换 . 令 

Vi, D2, , Dn; Wi, Wa, °°, Wy; 

为 和 的 正 交 本 征 矢 的 一 完备 集 , 相应 的 本 征 值 为 

和 1， 和 1，…、 和 1; 和 2 入 2, 和 2; (Ai 大 入 2， 等 等 ) 
线性 了 空间 .7% 一 (V1，…，B;) 属于 本 征 值 和, 子 空间 .= 
(tp1，…，25;) 属于 2， 以 此 类 推 。 如 另 一 变换 如 与 和 可 对 
易 , 则 BB 必 将 .7; 和 和 .73 变换 到 其 自身 之 内 , 等 等 ， 因 为 厅 9 
为 .4% 中 的 一 个 矢量 , 则 

ABv::BAv= BoNu. 
因此 Bw 是 本 征 值 为 和 的 本 征 和 失 , 即 Bv 在 .Yr 中 .现在 假 
定 对 维 数 低 于 给 定 矢 量 空间 六 的 空间 YY' 定理 成 立 , 因此 变 

换 组 在 Ys 和 .Yr 等 子 空间 中 能 同时 对 角 化 , 由 此 推 得 上 述 定 
理 品 . 

久 期 方程 (9.10) 的 左边 是 矩阵 4 一 AI 的 行列 式 ， 若 几 
《一 1)” 乘 之 , 就 得 到 和 1 一 4 的 行列 式 

Det(MI—A)=(—1)"*Det(A—AA1). 

此 行列 式 是 和 的 多 项 式 ， 最 高 医 入 的 系数 为 1， 一 的 系 
数 为 4 的 迹 : 


TFTGC4) 一 0 十 十 Gor， 
而 常数 项 为 . 
Det(— 4A:=(—1)"Det(A4). 


@ 这 里 是 就 空间 维 数 作 数 学 归纳 法 证 明 , 因 定理 对 n=1 成 立 是 显然 的 , 故 
未 提 , 只 证 明 若 定 理 对 1, 2,…, % 一 1 成立, 则 对 也 成 立 一 一 译 者 注 . 
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多 项 式 Det(X1 一 4) 称 为 4 的 特征 多 项 式 ， 它 对 于 基 的 
任何 改变 是 不 变 的 , 这 一 点 可 由 下 式 看 出 : 
Det(XT 一 P-L4P)=Det[P-IOT 一 4)D] 
= Det(P-!1). Det(MI— A).Det(P) 
一 Det(XT — A). 
因此 特征 多 项 式 的 所 有 系数 都 是 不 变量 . 特别 有 
Tr(P- -TAP)= Tr(A), 
和 Det( P-1AP) = Det(4)， 
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元 素 4, 6,… 的 一 个 集合 人 ， 车 满足 下 列 四 条 件 ， 则 称 
i 
， 对 于 每 一 天 来， 对 4, 定义 多 的 一 个 元 素 为 其 乘积 
a b=00. 
2. 姑 合 律 ， Cpc 一 avpc. 
在 内 定义 单位 元 。 (或 1)， 使 你 中 每 个 4 都 有 
QeE=eQ= 4. 
4， 对 于 等 个 @, 在 乡 中 都 存在 一 元 素 a -5 使 
aa 1=a 1g=e, 
如 果 群 的 所 有 元 来 都 可 对 易 , 则 此 群 称 为 阿 贝 尔 群 : 
ab=ba 《对 任意 & 和 ?都 成 立 ). 
如 群 的 元 迪 是 线性 变换 或 置换 ， 且 4.5 定义 为 先 作 用 5 
后 作用 a 所 得 到 的 变换 或 置换 ， 则 结合 律 自动 满足 为 了 满 
足 3 和 4， 我们 必须 定义 e 为 恒 等 变 换 ，c- 为 & 的 道 变换 ， 
因此 在 下 述 结论 : 
线性 变换 或 置换 的 一 个 非 空 的 集合 ， 若 在 包含 二 元 素 6 
和 .6 的 同时 也 包 食 它 们 的 积 <2， 且 对 于 每 个 元 素 & 包含 其 逆 
:41。 


元 素 0 则 此 集合 为 一 个 如 

【 例 】 1) 原点 0 固定 的 实 三 维 空间 的 旋转 构成 一 个 非 
阿 贝尔 群 : 旋转 群 Cs 或 SO(3, 条)、 这 些 字母 具有 下 述 意义 : 

O= 特殊 正 交 的 ， 
= 实数 域 ， 

2) 绕 固定 轴 的 旋转 构成 一 阿 贝尔 群 ， 它 可 用 Os 或 SO 
(2, 尖 ) 表 示 . 

3) 实 四 维 矢量 空间 中 使 二 次 型 

22 十 2 十 22 一 C28 
保持 不 变 ， 且 不 使 过 去 和 未 来 发 生 交 换 的 非 奇异 变换 构成 洛 - 
伦 效 群 . 

4) 特殊 线性 群 SLC m) 和 SL(E，n) 是 所 有 行列 式 为 
1 而 系数 为 实数 或 复数 的 线性 变换 所 构成 的 群 (外 = 实数 域 ， 
E= 复 数 域 ) 

5) 特殊 西 群 SU(m) 是 复 n 维 矢量 空间 中 行列 式 为 的 
么 正 变换 群 . 

6) 对 称 群 7 由 % 个 对 象 的 所 有 一 对 一 置换 构成 . 

对 于 这 些 置换 ， 下 述 记 法 是 有 用 的 ， 数字 12345 的 一 个 
置换 若 将 工 换 成 2, 2 换 成 3，3 换 成 1， 而 4 和 5 互 换 , 则 可 
用 下 式 表 示 : 

P=(123) (45). (10.1) 
此 记 法 对 于 计算 置换 &PQ-: 特别 方便 ， 例如, 若 Q 为 循环 置 . 
换 (345)， 且 同 前 面 一 样 , 已 = (123) (45), 为 了 得 到 QPQ"， 
只 需 在 了 的 公式 中 将 数字 345 循环 置换 即 可 : 
QPQ- = (124) (53). 

如 s 为 群 乡 的 一 确定 元 素 ， 则 fs"? 称 为 s 的 共 久 元 素 ， 

它们 构成 群 的 一 个 共 施 元 素 类 . 例如 , 与 (128)(45) 共 轿 的 置 
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换 是 所 有 如 下 形式 的 乘积 ; 
(dk) (Um). 

每 一 置换 可 写成 对 换 (i4) 的 乘积 ， 对 换 ( 认 ) 只 把 对 象 % 
和 8& 互 换 ， 例 如 循环 置换 (1234) 可 写成 

(1234) = (12) (23) (34).. 

能 写成 偶数 个 对 换 乘 积 的 偶 置换 构成 一 个 群 ， 即 交错 群 
-20 

在 阿 员 尔 群 中 , 通常 用 c+D 来 代替 符号 g"2. 在 这 种 加 
法 群 中 ,用 0 代替 1, 用 一 a 代替“?.， 因而 加 法 群 的 条 件 是 . 

1") g++6b5=b+g 是 乡 的 一 个 元 素 ， 

2') (g++06)+e=gt+ (++0e), 

3') 0+g=0, 

4') —a+t+a=0. 

【 例 】 每 一 矢 基 空间 是 一 加 法 群 . 

在 矢量 空间 中 有 两 种 运算 : 加 法 以 及 同 ( 实 或 复 ) 数 从 的 
乘法 . 更 一 般 地 讲 , 假定 我 们 有 一 个 加 法 群 乡 和 一 组 乘 子 ” 
或 “ 算 符 ”8,， 满足 下 列 条 件 : 

5') 对 每 个 算 符 8# 和 每 个 群 元 素 “乘积 和 是 多 的 一 
个 确定 元 素 ， 

6') 8(c 十 站 一 Da 十 20. 

在 这 些 条 件 下 ,2 称 为 " 带 算 子 群 ”. 

若 群 多 的 一 个 非 空子 集 : 交 仍 是 一 个 群 , 则 称 它 为 乡 的 
子 群 . 子 集 构成 多 的 一 个 子 群 必须 满足 两 个 条 件 : 

a) 若 4a 和 5 在 :汉中 , 则 6 在 交 中 ; 

b) 车 a 在 冯 中 , oa! 必 在 汉中 . 

若 乡 写成 加 法 群 , 则 要 求 任 何 子 群 % 包含 +b 和 一 a. 

在 带 算 子 群情 况 下 , 只 考虑 容许 子 群 , 它 在 包含 任何 元 素 
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2 的 同时 ， 也 包 合 所 方 的 乘 各 ge 例 ， 著 将 一 矢量 空间 看 入 
以 实数 或 复数 作为 算 符 的 加 法 群 ， 则 容许 子 群 正 是 线性 子 空 
间 

群 乡 的 中 心 是 由 与 群 的 所 有 元 素 g& 都 可 对 易 的 那些 元 
素 所 组 成 的 子 群 : 

26 一 Q2 (对 乡 中 所 有 的 o). 

将 群 乡 的 一 个 元 素 了 习 子 群 和 的 所 有 元 素 得 到 乡 中 
子 群 六 的 剩余 类 @0X8， 当 且 仅 当 0 在 :六 中 时 , 二 元 素 
b 和 5c 才 属于 同一 剩余 类 . 两 个 不 同 的 剩余 类 没有 共同 的 元 
素 , 折 有 简 余 类 的 集合 是 整个 群 9， 例 . 交错 群 .oz 在 .”, 中 
恰 有 两 个 镜 余 类 , 即 偶 置换 类 和 奇 置 换 类 . 

将 一 剩余 类 c.32 的 各 元 素 乘 以 另 一 剩余 类 5% 的 各 
素 , 其 结果 不 总 是 一 和 璋 余 类 . 为 了 保证 4 到 5 总 ee. 
类 ， 必 须 假定 . 汉 与 它 的 所 有 共 生 子 群 cc 一 相同 ， 即 对 作 
中 所 有 < 有 

03MNaT1T 一 : 访 或 gg 了 2= .Ha0. 

这 种 子 恬 :六 称 为 的 正规 子 群 . 

【 例 】 .c2 是 .的 一 个 正规 子 群 . 

若 尝 是 纺 的 正规 了 竹 ， 则 条 积 a2X 05 是 剩余 交 
C0.2 因为 

ON DA OHO HK =a DH ) HW 
A 

因此 惠 余 类 构成 一 个 群 : 商 群 或 剩余 类 群 多/ 

在 阿 只 尔 群 中 , 例如 在 矢量 空间 中 ,每 个 子 群 .党 都 是 正 
规 子 群 .因此 总 能 构成 商 群 乡 /XF 如 乡 是 带 算 子 的 加 法 和 
而 关 是 容许 子 群 , 则 剩余 类 4 十 让 能 被 算 符 # 乘 , 因此 剩余 

@ 即 左 防 集 一 一 详 者 注 . 
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类 群 /2 仍 是 一 带 算 子 群 ， . 

【 例 】 令 儿 为 一 天 量 空间 (@1, …, @r), :到 为 一 子 空间 
(D1,…, Dmn)。 子 空间 的 基 21，…，V 加 上 nn 一 m 个 新 矢量 
Dm+1,，…， Dr 就 能 扩展 为 全 空间 的 一 组 基 (D1,…, D5,)。 为 了 
得 到 一 剩余 类 , 我 们 必须 将 一 个 矢量 

电 一 Dict 十 十 Doncn 十 .十 Bon 
加 上 子 空间 的 全 部 矢量 wp 十 … 十 npn， 所 得 到 的 剩余 类 由 
所 有 如 下 的 矢量 组 成 ， 
人 一 V101 十 … 十 Dmam 十 WiiCntrt 十 十 2nCn 
其 中 gal， …，am 是 变量 ， 而 cnt1,…, cn 是 固定 的 ， 作 为 到 余 
类 的 代表 可 取 矢 量 
DntiCm+41t Uncn. 
因此 剩余 类 群 是 mn 一 m 维 的 矢 景 空间 ， 

癌 态 是 指 群 乡 到 另 一 个 性 9 内 的 映射 4->a， 它 将 乘 
积 映 射 成 乘积 : a2 一 4 0 . 

才 多 的 元 素 的 象 c 遍及 整个 群 乡 , 则 称 示 同 态 为 G 到 
乡 上 的 同 态 ,而 乡 称 为 乡 的 同 态 象 . 

【 例 ] 令 乡 为 对 称 群 .Y,。 车 所 有 的 侦 置换 映射 为 数 
十 1, 而 所 有 的 奇 置 换 映射 为 一 1 则 得 到 7 到 由 元 素 十 1 各 
一 1 组 成 的 群 上 上 的 辐 态 映 射 . 

若 多 的 不 同 元 业 总 是 映射 为 乡 ' 的 不 同 元 素 ， 则 此 同 态 
称 为 同 构 ， 如 乡 到 94 上 的 映射 是 同 构 映射 , 则 称 群 乡 和 少 ' 
为 同 构 的 , 记 作 

GD, 

令 少 和 作为 带 算 子 的 加 法 群 , 且 二 者 带 同 一 组 算 符 以 
乡 到 乡 的 同 态 将 4+5 映射 成 g 十 ， 算 符 - 同 态 是 指 将 34 
喘 射 为 2 的 同 态 ， 术 语 " 算 符 - 同 构 ”" 和 “ 算 符 - 辣 构 的 ”的 意 
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义 也 就 很 明显 了 . 符号 兰 也 用 以 表示 算 符 - 同 构 . 

【 例 】 1) 实 或 复 矢 量 空间 的 每 一 线性 变换 都 是 算 符 - 同 
态 , 只 要 我 们 仅 取 实数 或 复数 作为 算 符 8. 

2) 同一 数 域 上 维 数 相同 的 任何 两 个 和 失 量 空间 是 算 符 - 同 
构 的 ， 

如 给 定 乡 到 乡 上 的 一 个 同 态 ， 儿 中 映射 成 工 的 元 素 构 
成 乡 的 一 个 正规 子 群 介 , 而 具有 一 给 定 映 象 w% 的 元 素 总 是 
构成 一 剩余 类 a. 人.， 这样 ,我 们 得 到 了 剩余 类 a 但 和光 的 
元 素 @ 之 间 的 一 一 对 应 ， 这 种 对 应 是 一 同 构 ， 于 是 有 : 

同 态 定理 车 多 为 乡 的 同 态 象 ; 则 多 与 一 商 群 /人 
同 构 ， 此 处 .作为 映 象 是 1 的 多 中 元 素 所 构成 的 正规 子 群 . 

在 前 面 给 出 的 对 称 群 儿 =.7 的 例子 中 , 正规 子 群 .个 是 
交错 群 .wy。。 由 些 得 到 商 群 Y /to 与 +1 和 一 1 构成 的 群 
乡 同 构 . 

对 于 算 符 - 同 态 , 此 同 态 定理 也 成 立 , 而 不 需 作 任何 改变 ， 

群 的 表示 构成 一 类 重要 的 同 态 关 系 . 令 乡 为 一 任意 群 ， 
并 令 多 的 元 素 5 映射 成 矢量 空间 Y 的 线性 变换 和 , 或 者 完 
全 是 一 回 事 , 映射 成 矩阵 4, 使 得 a2 的 象 是 4B. 这 种 同 态 
映射 称 为 多 的 通过 线性 变换 或 矩阵 的 表示 p， 空 间 六 的 维 
数 % 称 为 表示 po 的 维 数 . 若 映射 pl(a->4) 为 一 一 对 应 , 我 们 
得 到 真实 表示 ， 由 于 同 态 定理 ， 乡 的 任何 表示 p 都 是 某 个 商 
群 多 /- 信 的 真实 表示 . 

群 表示 理论 应 用 于 量子 力学 是 基于 下 述 想 法 ， 

苹 定 读 微 分 方程 


Hy= Ey 
对 于 变量 2, y, z,… 的 某 些 变换 是 不 变 的 , 诸如 ， 
1 各 电子 以 及 相同 核 的 坐标 置换 ， 
aa 4d6 。 


2. 使 力 场 , 因而 哈密 顿 量 及 保持 不 变 的 平移 , 旋转 和 反 
射 ， 让 我 们 来 考虑 2. 的 几 种 特殊 情况 : 

2a. 若 有 一 原子 , 其 中 的 核 被 看 作 是 国定 的 , 则 我 们 必须 
考虑 保持 该 点 不 变 的 反射 与 旋转 , 

2b. 若 原 子 置 于 一 均匀 电场 或 磁场 中 ， 则 绕 固 定点 的 旋 
转 群 必须 被 绕 固 定 轴 的 回转 群 所 取代 .也 存在 保持 场 不 变 的 
反射 . 

2e. 若 有 一 双 原 子 分 子 ， 且 (在 一 级 近似 下 ) 认 为 核 是 因 
定 在 空间 中 的 , 这 时 所 考虑 的 旋转 是 绕 二 核 连 线 的 旋转 , 而 反 
射 则 是 关于 通过 此 线 的 平面 的 反射 ， 如 二 核 具 有 相同 的 原子 
序数 , 因而 电荷 相等 , 我 们 也 可 以 考虑 使 二 核 相 互 交 换 位 置 的 
关于 垂直 于 此 轴 的 平面 的 反射 . 

刚才 考虑 的 那些 使 哈密 顿 量 保持 不 变 的 置换 旋转 等 等 ， 
恒 构 成 一 个 群 乡 ， 因 为 : 如 果 变 换 4 和 BB 使 五 保持 不 变 , 则 
AB 和 47! 也 使 了 保持 不 变 ， 恒 等 变换 工 自然 使 于 不 变 . 

此 群 的 变换 可 以 按 下 述 方式 作用 于 波 函 数 山 令 gq1,….， 
gy 为 所 考虑 的 原子 或 分 子 的 了 个 电子 的 坐标 . 字母 9 代表 一 
组 三 个 坐标 w, y, z. 如 果 一 空间 变换 卫 将 点 q1,…', 91 变换 
成 点 91，…, 9y, 则 变换 后 的 波 函 数 业 =Ty 将 由 下 式 确定 (如 
§ 8). 

出 (91，…，97) = qi, '*, 97), 
或 者 也 可 以 说 由 下 式 确定 . 
W' (gq *%, 97) = Tg ', Tg7). 
容易 看 出 , 函数 的 这 种 变换 是 线性 变换 . 
(p+ '=9 + 
(cp)'=op'. 
车 二 变换 S 和 了 一 个 接 一 个 地 作用 ( 先 了 后 5), 我 们 得 
® Ad7。 


到 ， 
(ST)y=8(TY). 

因为 这 些 变换 保持 蓄 定 启 微 分 方程 不 变 ， 所 以 它们 将 解 
由 变换 为 属于 同一 能 量 信 的 解 凡 ， 因 此 
变换 构成 群 乡 的 一 个 表示 。 

如 果 我 们 能 够 将 问题 中 各 个 群 的 所 有 可 能 表示 分 类 ， 这 
也 就 同时 给 出 了 原子 和 分 子 的 本 征 函数 和 能 级 的 分 类 ， 正 如 
我 们 将 要 看 到 的 , 这 种 分 类 构成 了 能 谱 学 的 理论 基础 . 
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如 果 用 矢量 空间 Y 的 线性 变换 给 出 了 群 乡 的 一 个 表示 
p， 那 末 把 让 看 作 带 算 子 的 加 法 群 常常 是 有 益 的 ， 算 符 是 复 
数 a, 6,… 而 群 元 素 是 a, 8,…， 若 群 元 素 gc 用 线性 变换 4 
表示 , 则 乘积 co 由 下 式 定 义 ; 
av= Av. 
4 玉生 是 乡 的 一 个 末 示 , 印 c 对 应 于 4B, 这 一 事实 由 
(a v= 4(0). 
守 ' 号 qv 在 晤 子 力学 的 应 用 中 是 很 自然 的 ， 用 或 Py 
卖 示 旋 转 尽 或 冒 换 卫 作用 于 本 征 画 数 由 上 的 结果 是 自然 的 . 
没有 必要 为 表示 群 元 索 a. 或 了 的 各 线性 变换 再 引入 新 的 
字母 4 下 或 瑟 
符号 ap 的 另 一 优点 是 : 群 论 的 所 有 概念 和 定理 皆 可 直接 
应 用 于 被 看 作 带 算 子 加 法 群 的 空间 多 这 样 , 由 受 同 一 群 多 
作用 的 两 个 矢量 空间 六 和 YY 的 算 符 - 同 构 概念 立即 得 出 表 
示 的 等 价 性 概念 : 


a 4S。 


将 矢量 空间 和 XY 看 作 带 算 子 & (的 元 素 ) 和 BB ( 复 
数 ) 的 群 , 若 二 者 为 算 符 同 构 的 , 则 群 9 的 两 个 表示 p 和 p' 等 
价 . 

或 者 可 等 效 地 表示 为 : 

如 能 选取 XY 和 ' 中 的 基 矢 , 使 得 任意 群 元 素 & 在 群 乡 
的 两 个 卖 示 中 用 同一 矩阵 4 来 表示 ， 则 此 二 表示 等 价 . 

如 在 区 ' 中 引入 新 基 , 则 第 二 表示 的 矩阵 成 为 P-14P. 因 
此 , 当 且 仅 当 存在 一 确定 矩阵 王 ,， 使 得 

4A'=P14P 对 所 有 的 a 组成 立时 , 二 第 阵 表示 p(4 一 4) 
和 pc 一 4) 等 价 . 

由 期 法 群 纤 的 容许 子 群 字 的 概念 立即 得 到 纤 的 不 变 子 


一 一 一 一 一 一 一 


空间 的 概念 ， 即 在 群 2 的 作用 下 变 到 自身 内 的 线性 子 空 间 
区 .如 果 存 在 不 仅 含 有 零 矢量 , 但 又 不 是 整个 空间 儿 的 不 变 
子 空 间 . 则 称 此 表示 为 可 约 的 ， 这 时 矢量 空间 多 也 称 为 可 约 
的 (对 群 乡 而 言 ). 

可 约 表示 的 和 矩阵 形式 如 何 ” 我 们 可 以 在 子 空间 Y 中 选 
取 一 组 基 矢 妇 ，…，&hj， 将 其 扩充 为 整个 空间 儿 的 一 组 基 矢 
&，…，2， 那 末 我 们 有 

at 一 up (1K=1, ,ho), 

E 3 (11.1) 
a St 人 (v= 十 1,，…, mn)， 


因此 惩 阵 二 其 有 如 下 形式 : 


1 > 
| NO Bs 

其 中 卫 , 8, 5 为 任意 矩阵 , 而 0 为 零 抢 阵 ， 惩 阵 卫 属于 乡 在 

子 空间 学 中 的 表示 ， 而 矩阵 S 属于 乡 在 商 空间 儿 / YY 中 的 

ea L9 。 


表示 . 

基 矢 ss+1， …，8& 的 选取 在 一 定 程度 上 是 任意 的 ， 唯 一 
的 条 件 是 : ta ，…，tn 线性 无 关 ， 因 而 构成 多 的 一 组 基 ， 如 
果 能 适当 选取 这 mn 一 个 和 拓 量 ， 使 矩阵 元 cx 丝 为 零 ， 这 就 意 
味 着 矢量 U4:1，…，& 产生 另 一 不 变 子 空间 YW。 在 此 情况 
下 ,整个 空间 多 是 省 和 的 育 和 


UYBDWY (11.2) 
这 样 , 窍 阵 4 的 形式 为 : 
P 0 
4-(。 (11.8) 
而 表示 为 pl(g 一 了) 和 po" (一 8) 二 表示 之 和 . 
p=p'+p". 


如 果 情 况 正 是 如 此 ， 则 和 矩阵 S 属于 乡 在 子 空间 YW 中 的 
表示 . 但 我 们 也 看 出 它们 属于 乡 在 商 空间 VW/ 中 的 表示 . 
因此 , 入 /六 同 构 ,我 们 得 到 同 构 定理 

WN=YCEW 蕴涵 WW/Y. 
此 同 构 定 理 是 更 普遍 的 群 论 同 构 定理 的 一 种 特殊 情况 ， 后 者 
断言 ， 对 于 群 乡 的 任意 正规 子 群 “和 任意 子 群 WW, 下列 网 
构 关 系 成 立 : 
IHSY EW) D. 

YW 为 所 有 乘积 ww(v 在 让 中 ,而 wv 在 W 中 ) 所 构成 的 群 ， 
而 乡 为 六 和 入 的 交 , 在 加 法 群 的 情况 下 , 须 把 YW 改写 
成 光 十 3 

在 下 面 , 我们 将 主要 考虑 群 的 么 正 变换 表示 @. 任何 使 
多 的 子 空间 7 保持 不 变 的 么 正 变换 也 使 正 交 补 空 间 WY 保 
持 不 变 . 由 此 得 出 整个 空间 多 是 久 和 入- 的 直 和 。 因此 在 

@ 一 般 称 为 西 表示 或 么 正 表示 一 译 者 注 , 
sa JS0。 


么 正 的 情况 下 , 总 可 假设 可 约 表示 的 矩阵 具有 (11.3) 的 形式 . 
更 一 般 地 说 来 ， 如 .2 和 乡 为 加 法 群 乡 的 子 群 ， 我 们 可 
以 构成 子 群 .好 十 多 , 它 由 和 4+6b (zc 在 . 允 中 ,2 在 罗 中 ) 的 
全 体 构成 ， 如 果 .和光 只 有 零 元 素 是 共同 的 , 则 .YY++ 乡 的 
每 个 元 素 就 只 能 以 唯一 方式 写成 和 4-+5， 此 时 ， 和 .十 乡 
称 为 直 和 , 用 .YB 多 表示 . 
完全 相同 , 我 们 可 以 构成 若干 个 子 群 的 和 |; 
= 人 十 天 十 … 十 姑 . 
如 .9 的 每 个 元 素 只 能 以 唯一 的 方式 写成 和 
8 二 D1 十 0s 十 … 十 On 
则 我 们 有 直 和 
f= HB DBD…DD,. 
其 充分 必要 条 件 为 ， 每 个 8 与 前 面 各 罗 之 和 只 有 零 元 素 是 
共同 的 . 
在 乘法 群 中 ， 我 们 可 以 构成 正规 子 群 乡 的 乘积 和 直 积 . 
在 此 情况 下 , 直 积 的 条 件 为 ， 每 个 罗 与 前 面 诸 用 的 乘积 只 有 
单位 元 素 是 共同 的 . 
车 带 算 子 的 加 法 群 除 自身 以 及 仅 由 零 构成 的 子 群 外 ， 没 
有 容许 子 群 , 则 称 为 不 可 约 的 或 极 小 的 . 若 群 是 不 可 约 的 子 群 
的 直 和 ; 
YZ= BD…OD,, 
则 称 乡 为 完全 可 约 的 . 
同样 ， 如 果 一 表示 的 矢量 空间 被 看 作 是 带 算 子 的 加 法 群 
时 是 完全 可 约 的 , 则 称 此 表示 是 完全 可 约 的 ， 在 此 情况 下 , 表 
示 是 不 可 约 表示 之 和 : 
p= pi 十 Da 十 … 十 Dx， 
而 表示 的 矩阵 可 写成 如 下 形式 : 
e S11。 


\ P, 
在 矩阵 Pi,…，P; 之 外 皆 为 零 . 
完全 可 约 表示 的 例 
令 乡 =.Y 是 由 数字 1, 2, 3 的 所 有 置换 构成 的 群 , 通 
过 取 三 个 和 撩 弓 , ts, ta 并 将 置换 作用 于 这 些 基 矢 ， 例 
如 ， 
(123) 11 = Ws, 
(123)1, = 83, 
(123)8; = U1, 
能 得 到 9 乡 的 一 个 表示 . 
这 些 置 换 诱导 出 三 维 矢量 空间 (1 ,Ws， Ws) 的 线性 变换 ; 
(123) (gci T4202 十 2laC3) = Wsc1 + Vacs + Mics. 
这 些 变换 使 恒 正 厄 米 型 
CC 十 coco 十 Co3 
保持 不 变 , 因此 我 们 得 到 .7 的 一 个 么 正 线性 变换 表示 . 此 表 
示 是 可 约 的 ,因为 气量 
UV=UMi+ Ws 二 + 
对 所 有 置换 是 不 变 的 。 乘积 we 构成 一 维 的 不 变 线性 子 空间 
YY， 2 的 正 交 补 空间 % 也 是 不 变 的 , 而 差 
tt = ti — Ws, 
ts = U2 — a 
构成 你 的 基 ， 此 二 维 子 空间 Y 是 不 可 约 的 : 它 没 有 一 维 的 
不 变 子 空间 。 因 此 多 是 完全 可 约 的 : 
U=Y + 
»。 52。 


as 在 多 中 的 表示 是 维 数 为 1 和 2 的 两 个 不 可 约 表示 的 
和 . 1 维 表示 即 “ 恒 等 表示 “: .Ys 中 的 每 个 置换 都 使 ”保持 不 
变 ， 且 用 一 阶 单位 矩阵 (D 表 示 . 为 了 得 到 2 维 表示 的 矩阵 ， 
我 们 将 .Xs 中 的 置换 作用 于 基 矢 tpi 和 tw;, 例如 . 
(12)201 一 83 一 2 一 一 2D1， 
(12)t062 = U1 U3= WW1 + Ww. 
因此 志 示 置换 (12) 的 甜 阵 为 


7 二 十 “于 
\o 册 
以 此 类 排 ， 

定理 “” 勾 正 表示 总 是 完全 可 约 的 . 

【证 】 如 矢量 空间 多 是 不 可 约 的 ， 它 只 是 一 个 不 可 约 表 
示 的 直 和 , 沽 此 是 完全 可 约 的 . 如 儿 是 可 约 的 , 且 是 不 变 
子 空间 , 则 必 是 入 利 正 交 补 空间 YW 的 直 和 .对 于 让 和 WY 
可 以 重复 上 述 讨论 ， 这 样 我 们 将 最 终 达 到 所 给 定 的 表示 的 完 
全 分 解 . 

在 原子 和 分 子 的 其 子 理论 中 出 现 的 天 示 总 是 么 正 的 ， 因 
为 粒子 的 每 个 旋转 、 反 射 或 置换 都 使 下 询 饥 及 整个 空间 的 积 
分 保持 个 变 : 


Y= wpay. 


可 约 性 概念 在 量子 理论 中 是 重要 的 , 原因 如 下 
假设 在 一 定 近 似 凸 忽略 了 哈密 顿 量 五 的 某 些 项 时 , 量子 
力学 系统 (如 原子 的 电子 系统 ) 的 能 级 是 已 知 的 ， 然后 , 又 将 
被 忽略 项 作为 微 拢 项 eIV 加 在 近似 哈密 顿 景 Fo 上， 这 样 便 
得 到 全 哈密 顿 量 ， 
H= Ho+t+ely., 


sj。 


现在 假定 五 。 和 和 sW 对 于 某 一 群 乡 是 不 变 的 任 一 能 级 的 无 
微 扰 及 有 微 扰 本 征 函 数 都 在 乡 的 变换 下 线性 地 变换 着 . 儿 的 
这 些 表示 可 能 是 可 约 的 ,也 可 能 是 不 可 约 的 我 们 有 理由 假 
定 ， 令 8 趋 于 零 时 ， 乡 所 诱导 出 的 有 微 扰 本 征 函 数 的 变换 将 
趋 于 无 微 扰 本 征 函 数 的 变换 .现在 可 以 清楚 地 看 到 , 变换 的 
可 约 集 不 可 能 趋 于 不 可 约 集 . 由 下 列 形 式 的 和 矩阵: 

(os) 

0 全 


了 


在 极限 情况 下 , 我 们 总 得 到 同样 形式 的 矩阵 , 即 其 左下 角 为 一 


零 和 矩阵 ， 同样 ,表示 的 维 数 ( 行 和 列 的 数目 ) 在 极限 情况 下 也 
保持 不 变 . 

当然 ， 可 能 碰巧 在 极限 情况 下 若干 能 级 变 为 相等 ， 这 时 ， 
对 s=0, 我 们 得 到 一 个 可 约 表示 .但 是 可 约 表 示 不 可 能 在 极 
限 情况 下 变 成 不 可 约 表示 . 

因此 ,如 在 s=0 的 极限 情况 下 , 我 们 有 一 维 不 可 约 表 
示 , 则 对 小 的 s 此 表示 仍 为 不 可 约 的 . 可 以 按 同 样 的 道理 使 8 
越 来 越 大 , 这 样 就 得 到 了 下 述 结果 (也 适用 于 大 的 微 扰 ): 

如 果 在 无 微 扰 哈密 顿 量 五 ,的 本 征 函 数 空间 中 有 群 乡 的 
一 个 不 可 约 表示 ， 而 儿 保持 总 险 密 顿 量 卫 = 右 o 十 seW 不 变 ， 
则 微 扰 不 引起 本 征 值 五 的 分 裂 ， 加 上 微 扰 后 ,我 们 仍 有 同样 
维 数 m 的 不 可 约 表示 . 

同样 , 我 们 证 明了 : 

如 有 果 s 二 0 时, 我 们 有 一 % 维 完全 可 约 表示 , 它 是 7 个 不 
可 约 表示 pk， …;_Pr 的 直 和 ， 则 能 景 项 加 最 多 分 裂 为 7 
项 ， 如 该 能 景 项 分 裂 成 7 项， 则 这 些 项 的 本 征 函 数 将 按照 当 
e->0 时 趋 于 cx，…，Ar 的 不 可 约 表示 变换 . 

我 们 将 要 确定 所 研究 的 群 的 所 有 可 能 的 不 可 约 表 示 . 在 
a $54。 


2 


所 有 情况 下 ， 都 可 能 用 量子 数 (整数 或 半 整 数 ) 来 区 分 不 可 约 
表示 . 如 8 是 连续 变化 的 , 这 样 的 数 不 可 能 跃 变 , 因此 , 这 些 
表示 必须 对 所 有 。 值 保持 不 变 . 


$12 阿 贝 尔 群 的 表示 . 例子 


在 阿 贝 尔 群 乡 的 一 个 么 正 表 示 (ac 一 4) 中 , 表示 群 元 素 
4，0，… 的 所 有 变换 和 ， 情 ,，… 崩 可 对 易 : 

ab==ba， 所 以 4B=BA. 

因此 根据 § 9 最 后 的 定理 , 这 些 变换 的 矩阵 可 以 同时 对 角 
化 .这 意味 着 ， 存 在 一 组 正 交 若 矢 V1，…，VD,, 使 得 在 群 乡 
作用 下 ,一 维 子 空间 (V1),…， (Vn) 变换 成 其 自身 . 由 此 得 出 : 
阿 贝 尔 群 的 每 一 么 正 表示 都 是 完全 可 约 的 ， 其 不 可 约 成 分 是 
一 维 的 . 

[ 例 1】 令 乡 是 nn 阶 循环 群 。 意 即 此 群 由 一 生成 元 a 的 
各 次 瞪 1,， co, ?,…, a” 1 组 成 , % 次 宪 为 1. 

不 可 约 表示 是 一 维 的 . 设 生 成 元 & 用 只 有 一 个 元 素 a 的 
矩阵 (@) 表 示 . 由 此 得 出 ;对 用 (a?) 表示 , 等 等 最 后 a*==1 
用 (ea") 表示 .因此 = 二 即 a 为 1 的 mn 次 根 ， 在 复数 域 中 ， 

正好 有 nn 个 不 同 的 w% 次 根 , 即 


qexp see. (m=0, 1, *…, n—1). 


因此 ww 阶 循环 群 正好 有 个 不 可 约 表 示 . 任意 表示 是 一 维 表 
示 之 和 . 
有 这 样 的 情况 ; 在 分 解 中 , 某 个 不 可 约 表 示 出 现 m 次 . 例 
如 ， 车 C 一 (a) 是 一 不 可 约 表 示 ， 则 
Ce 
CC 一 > 
0 «a 
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是 一 可 约 表 示 . 

二 全 同 粒 子 ( 电 子 或 核 ) 的 置换 构成 一 2 阶 循环 群生 成 
元 4 是 相互 交换 粒子 的 置换 (12) 。 不 可 约 表 示 由 下 式 给 出 : 

a—> (+1) 和 一 《一 二 ) 
置换 4= (12) 作用 于 属于 表示 (十 1) 的 矢量 w+ 使 它们 保持 
不 变 , 而 作用 于 属于 表示 (一 1) 的 矢量 0- 时 使 它们 变 号 : 
at =V:, OV_= ~—V.., 

矢量 bj 称 为 对 称 的 , 矢量 2- 称 为 反对 称 的 . 

作为 应 用 ， 让 我 们 来 考虑 氨 原 子 的 能 谱 ， 核 被 看 作 是 空 
闻 中 的 一 个 固定 点 ， 并 忽略 自 旋 .在 每 一 能 级 上 ， 有 一 组 对 
称 前 本 征 函 数 或 一 组 反对 称 的 本 征 函 数 (或 二 者 都 有 , 但 电子 
之 间 的 相互 作用 常常 使 对 称 项 和 反对 称 项 不 相同 )， 这 样 , 氨 
原子 的 能 谱 恰 好 由 两 个 谱 项 系 组 成 ， 其 中 一 个 (单项 系 ) 只 具 
有 对 称 本 征 范 数 ， 而 另 一 个 (三 重 项 系 ) 只 有 具有 反对 称 本 征 函 
数 . 

对 于 空间 反 演 

人 一 一 和 0 一 一 2 =—2 

和 恒 等 变 换 组 成 的 群 上 述 结论 也 成 立 ， 这 里 我 们 也 有 两 类 基 
矢 2+ 和 20-， 通常 称 矢 量 w+ 具有 反 演 特征 数 二 1， 矢量 六- 
具有 反 演 特征 数 一 1， 因此 任意 原子 的 能 谱 由 具有 不 同 的 反 
演 特 征 数 = 土 1 的 两 个 分 系 组 成 . 

【 例 2】 轴 旋 转 群 COs， 令 as 为 绕 固 定 轴 转 一 B 角 的 旋 
转 ， 这 些 旋转 构成 一 阿 贝尔 群 乡 轴 旋 转 铬 Os@, 我 们 考虑 


ae 一 > Ag, 
因为 是 阿 内 尔 群 ,不 可 约 表 示 是 工 维 的 . 因此, 我 们 可 将 
外 蔚 有 人 称 此 群 为 回转 群 一 一 译 者 注 . 
e。 pb 。 


任意 不 可 约 表示 写成 
As= (x(8)). 
矩阵 元 x(B8) 是 满足 函数 方程 
x(B+7Y)=x(8) +x(Y) 
的 复 值 冰 数 . 此 方程 的 连续 解 为 


XB) 一 6 
对 于 单 值 表 示 , 我 们 必须 要 求 
x(2n) =x(0), 
故 e* 必须 为 二 所 以 c 必须 是 i 的 整数 们 . 
C= ~— Mi. 
困 蕊 单 值 不 可 约 表 示 由 下 式 给 出 : 
x(B) 一 e 4， (12.1) 


其 中 m=0, 土 1， 土 2,… 每 个 连续 勾 正 表 示 由 这 些 不 可 约 表 
示 组 成 . 

此 表示 的 主要 应 用 是 在 分 子 光谱 方面 . 在 一 级 近似 中 , 双 
原子 分 子 可 看 作 是 在 固定 于 空间 中 的 两 个 核 的 场 中 运动 的 一 
个 电子 系统 ， 绕 连结 二 核 之 轴 的 旋转 将 任何 能 级 的 本 征 函 数 
变换 为 同一 能 级 的 本 征 函 数 ， 这 样 便 得 到 了 轴 旋 转 群 的 一 个 
么 正 表 示 , 它 是 连续 的 , 因为 小 的 旋转 只 使 本 征 函 数 发 生 微小 
的 改变 。 由 于 任 一 么 正 表示 是 完全 可 约 的 , 故此 表示 可 分 解 
为 (12.1) 形 式 的 不 可 约 表 示 . 量子 数 吧 区 分 不 同类 型 的 本 征 
函数 , 它们 在 旋转 下 的 行为 不 同 . 

4 =0(m=0) 的 项 称 为 卫 - 
项 ，A =1(m= 土 1) 的 项 称 为 且 - 项 ，4=2(m= 土 2) 的 项 称 
为 4 项， 等 等 . es 相应 于 原子 光谱 学 中 的 
拉丁 字母 s, D 0…( 见 3 6) .现在 我 们 来 考虑 为 什么 在 希腊 
et 六 

»。57 » 


一 1 的 项 ). 

[ 例 3】 轴 旋 转 -反射 群 2 

在 前 述 近 似 下 ， 双 原子 分 子 的 哈密 顿 量 对 于 通过 轴 的 平 
面 的 反射 是 不 变 的 . 轴 旋 转 和 反射 构成 一 非 阿 贝尔 群 ， 胃 旋 

转 -反射 群 2. 

群 %s 可 由 所 有 回转 和 一 个 反射 生成 ， 和 前 面 一 样 , 用 
表示 绕 2- 轴 转 一 角度 的 旋转 , 而 5, 表示 一 确定 的 反射 ， 例 如 
由 下 式 确定 的 反射 : 

VW =X, Y= —Y, 2 =%, 
下 列 群 关系 成 立 . 
apedy 一 0647，Gpsy 一 3yQ_6。 

在 终 。 的 任意 连续 么 正 表 示 的 矢量 空间 中 ， 我 们 首先 可 
以 将 轴 旋 转 群 的 表示 分 解 为 一 维 不 可 约 表 示 ， 每 个 用 一 转动 
量子 数 m 表征 , 即 可 以 引入 基 矢 gw 它们 在 旋转 作用 下 被 乘 
以 erme， 

Co2 = 2 "eV, 
现在 首先 假定 % 是 正 的 : 
m= /i>0. 
反射 % 将 0 变换 为 矢量 5_4， 因 为 有 
CoksyD41) 一 30-pD4 一 sy64404 一 es0D4) 。 
令 8904 一 D-4， 则 得 到 ; 
QsV 1 =e A807, 
ao0D 1， 一 etta60 
Sa 1, 
BU 4 = eV = Wh. 

因此 二 维 子 空间 .= (04, 2-4) 对 于 群 级 是 不 变 的 . 在 

此 子 空间 中 ，2。 的 表示 是 不 可 约 的 , 因为 如 果 有 一 个 1-- 维 的 
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不 变 子 空间 .” ,我们 就 可 将 轴 旋 转 群 作用 于 其 上 ， 并 在 此 子 . 
空间 中 找到 一 本 征 矢 vy, 它 具 有 如 下 性 质 : 
weaDy = M8. 

此 处 用 只 能 是 十 4 或 一 4, 而 Vx 只 能 是 V4 或 9-4, 因 为 这 
些 是 .” 中 仅 有 的 cs 的 本 征 矢 ， 因 此 子 空间 .' 必 含有 V4 或 
者 !%-4。 但 是 , 反射 % 将 wa 变 为 0_a, 反之 亦 然 ， 所 以 ,9 
必须 包含 V4 和 VD-;，， 因而 .VY' 等 于 .Y 

因此 , 决定 乡 , 的 一 个 不 可 约 表示 ， 其 中 旋转 age 和 反 
射 8 分 别 由 下 列 矩 阵 下 示 . 


0 0 大 0 1 
0 ETA 1 0 》 


此 表 六 写成 pa. 
并 =0 的 情况 是 不 同 的 。 在 此 情况 下 , 矢量 wa 和 syV4 一 
2-: 对 于 旋转 都 是 不 变 的 ， 我 们 可 构成 它们 的 和 与 差 


VF = + va, 


并 求 出 Vo -一 DL ps Vay 
syUd vi, 
So 一 一 Do ， 


量 v4 或 为 零 , 或 生成 1- 维 子 空间 , 其 中 所 有 矢量 在 群 
2bs 作用 下 不 变 : 
308 =— 6, 
GaVUt = VT. 
同样 ,pi 或 为 零 ,或 生成 1- 维 子 空间 , 其 中 的 矢量 在 施 
转 时 , 而 不 是 在 反射 时 不 变 : 


sy2o 一 Vo， 
ob 一 Do . 
因此 ， 除 2- 维 表示 pkGC4>0) 和 外， 还 有 两 个 不 可 约 表 示 : 


89， 


对 和 pz, 二 者 都 是 1- 维 的 ， 在 两 种 情况 下 表示 as 的 写 阵 都 
是 (十 1, 而 表示 8 的 矩阵 ,对 夺 是 (+1TD, 对 历 是 (一 T， 


最 终结 果 是 : 
多 。 的 不 可 约 连续 表示 是 ; 


PH，p0 ，pl，ps，… 

对 分 子 光谱 的 应 用 如 下 ， 如 量子 数 4 为 正 , 总 存在 两 个 
线性 独立 的 本 征 函 数 业 , 和 溃 -;， 它们 具有 相同 的 能 量 . 如 4 
为 零 , 即 有 >- 项 , 则 有 两 类 本 征 函 数 时 和 w, 相应 的 项 称 为 
21 项 和 2 项 

正如 这 个 例子 所 表明 ， 非 阿 贝 尔 群 乡 可 以 具有 坟 - 维 表 
示 . 但 是 这 些 表示 不 是 真实 的 , 因为 群 元 素 不 可 对 易 , 但 从 阵 
却 可 对 易 .乘积 c 和 2c 对 应 于 同一 矩阵 (aB6), 因此 “ 换 位 子 ” 

ab (ba) il=aba ob! 
是 用 单位 矩阵 表示 . 这 些 换 位 子 及 其 乘积 构成 一 子 群 . 即 乡 
的 换 位 子 群 .任何 一 维 表 示 是 某 个 阿 贝尔 商 群 儿 /- 了 的 一 个 
真实 卖 示 , 正规 子 群 -二 至 少 包含 换 位 子 群 . 

【 例 和 对 称 群 .Y >2) 不 是 阿 贝 尔 群 ， 在 换 位 子 中 

我 们 找到 ; 

(267) CUR) C7) oh) = (9%). 
这 些 8- 循环 生成 交错 群 .%,， 因此.Y 的 每 个 一 维 表 示 是 商 
群 .7 /sz 的 一 个 表示 ， 此 商 群 是 2 阶 循环 群 , 因此 它 只 有 两 
个 表示 : 第 一 个 是 恒 等 表示 或 对 称 表示 , 其 中 所 有 的 置换 都 用 
0 Ch 是 交错 表示 , 其 中 偶 置 换 用 (十 1) 表 

, 而 奇 置 换 用 (一 蕊 表示 .的 所 有 其 他 表示 都 是 高 维 的 . 

【 例 5】 对 称 群 Ys 

在 例 3 中 决定 2%s 的 表示 时 所 用 的 同一 方法 也 可 以 决定 
.Ya 的 不 可 约 表 示 . 从 矢量 空间 Y 中 Ys 的 任意 表示 出 发 , 首 


* 00 。 


先 我 们 可 以 只 限于 考虑 由 3- 循 环 (123) 生成 的 子 群 .os*， 此 
循环 群 的 任何 表示 是 完全 可 约 的 ,不 可 约 表 示 是 一 维 的 . 如 
在 例 工 中 所 见 ,三 阶 循环 群 .ws 正好 有 三 个 不 可 约 表示 , 生成 
元 (123) 用 和 矩阵 (DD、( 外 或 (2") 之 一 表示 , 此 处 和 和 是 1 的 
三 次 根 . 


coxp (22 及 如 玉 - 1_oxp (~ Es 


若 矢 量 p: 属于 根 《， 则 置换 (12) 将 wx 变换 成 属于 要 各 一 和 
的 VD. 因为 我 们 有 : 
(123)0.,= (128) (12)v.= (12) (128)-1, 
= (129)6-10,= -Ip,. 
矢量 w: 和 .决定 一 空间 (5;, Ve)， 其 中 产生 一 个 2- 维 的 不 
可 约 表示 . 另 一 方面 , 对 .%s 的 所 有 置换 保持 不 变 花 尔 量 1 
构成 一 线性 子 空间 , 其 中 产生 由 (12) 生成 的 二 阶 德 环 群 的 一 
个 表示 .此 表示 可 分 解 为 1- 维 的 不 可 约 表示 , 其 中 . (12) 或 
用 (+1) 或 用 (一 1 表示. 这 两 个 1- 维 表示 从 前 面 欧 例子 中 
已 经 知道 了 ; 它们 是 .9 的 “对 称 ” 和 “反对 称 ” 表 示 . 此 外 , 在 
类 似 (54, 9..) 的 空间 中 , 只 存在 一 个 2- 维 不 可 约 表示 . 在 此 
表示 中 , 群 的 生成 元 (123) 和 (12) 表示 如 下 ; 
《 0 0 1 
0 jl | 09> (1 
每 个 不 可 约 表示 都 与 此 三 个 表示 之 一 等 价 ， 且 每 个 表示 
都 是 完全 可 约 的 , 在 $ 14 中 我 们 将 看 到 这 一 点 . 
在 $9 中 所 求 得 的 .7 的 2- 维 不 可 约 表示 自然 应 当 等 
价 于 空间 (pe vee) 中 的 表示 ， 这 很 容易 通过 直接 运算 证 
es 61*。 


8$ 18 ”唯一 性 定理 
定理 1 如 儿 = 反 B91B… 提 9 是 带 算 子 的 不 可 约 加 
法 群 的 一 个 直 和 , 且 .次 是 乡 的 任意 容许 子 群 , 则 有 : 
YG= HDGDBGO…B YG, 


其 中 避 j，…, 构成 全，2，…, 他 的 一 个 子 集 . 
【证 i 我 们 构造 
Hi1= +, 


HH = YG. 

3 和 乡 的 交 是 人 的 正规 子 群 ， 因 为 多 1 是 极 小 的 ， 所 
以 此 交 或 等 于 人 i 或 等 于 {0}， 在 第 一 种 情况 下 ， 乡 i 包含 在 
:% 中 .因此 我 们 得 到 .1 =. 必 ， 在 第 二 种 情况 下 , 和 . 冯 十 久 
是 直 和 .可 写成 =D, 

用 同样 的 方法 ， 可 将 3 == 十 和 狠 改写 成 .着 s= .3 或 
一 1 晤 9Zo， 所 有 的 和 Wii 十 多 或 者 是 直 和 , 或 者 多 可 
去 掉 . 这样， 我 们 最 终 可 将 乡 写 成 .党 和 某 些 经 的 一 个 直 
利 [. 

定理 2 如 光 = 人 甸 针 外 … 人 四 多 

且 9=Y DG DDY,, 
则 GG 


【证 】 $11 a 


EY (YB.…DY), 
以 及 GHG/ GDODBY). 
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且 9= 有 BBDH, 
著 所 有 的 乡 和 .x 是 不 可 约 的 ， 则 7=s,， 且 多 接 某 种 上 序 
与 NW 同 构 . 
【证 】 对 . 汉 = 2… 四 3 应 用 定理 1, 得 到 ; 
乡 一 (中 … 四 关 ) 十 乡 ， 
乡 是 某 些 乡 : 的 和 ， 由 定理 2 得 出 : 
G'SH, 
因此 , 乡 是 不 可 约 的 ,所 以 和 乡 只 由 一 项 经 组 成 ,将 经 重 
新 编号 . 我 们 可 设 乡 = 人 i， 
因此 有 人 兰 入 ， 而 且 : 
SG= HD DHKDG. 
现在 我 们 可 以 重复 同 祥 的 讨论 ， 将 定理 工 应 用 于 = 中 
十 9 并 将 6，…， 多 i 重新 编号 , 则 得 到 9 = Ws， 
以 及 ; 


多 = HD DH BG MY,, 
按 此 方式 继续 下 去 ， 全 
YG=HDGDDBG, 1. 
由 定理 2 得 出 HO :@Z1. 因为 .是 不 可 约 的 ， 
和 乡 中 … 申 乡 只 能 包含 一 项 ， 因 此 我 们 得 出 7=s8， 以 及 作 
完 . 人 Ws， 这 样 定 理 3 证 完 . 
推论 ”如 任何 群 的 一 个 表示 p 是 完全 可 约 的 : 
0 一 0 十 … 十 Pr， 

则 不 可 约 成 分 pt …，pr 被 唯一 地 确定 到 等 价 表示 ， 因 此 ,说 
一 完全 可 约 表示 p 包含 不 可 约 表示 成 分 pi 一 次 和 另 一 成 分 
Pp2 三 次 等 等 是 有 意义 的 ， 

定理 1 蕴涵 着 . 
YG HA = GD SD, 


指标 p，7,… 构成 指标 i, 7 …， 6 的 补 集 ©。 因为 乡 的 每 
个 同 态 象 都 与 某 个 商 群 多 /6 同 构 , 我们 得 到 下 述 定理 . 

定理 4 完全 可 约 加 法 群 的 每 个 同 态 象 都 与 乡 的 某 些 分 
解 成 分 能 直 旭 同 构 . 


§ 14 克 罗 内 克 ( 了 ronecker) 和 乘积 变换 


从 现在 起 ， 我 们 将 丢掉 粗 体 字 表示 矢量 和 线性 变换 的 习 
惯 . 因此 我 们 将 用 同一 字母 4 来 表示 线性 算 符 妈 及 其 矩阵 
4. 这 样 禾 不 会 引起 任何 混乱 . 

假设 给 定 了 mm- 维 矢量 空间 多 的 一 个 线性 变换 4 和 他 
维和 拓 量 空间 交 的 一 个 线性 变换 B. 例 如， 可 取 m 个 未 定 元 
2 ，Vn 的 所 有 线性 型 wici 十 … 十 wncm 的 集合 作为 多 ， 同 
样 可 取 %w 个 未 定 元 01,…,%r 的 所 有 线性 型 2191 十 … 十 2,4; 的 
集合 作为 Y， 未 定 元 % 和 ww; 为 此 二 空间 的 基 矢 . 

mn 个 乘积 wwvw 可 看 作 一 矢量 空间 W 的 基 和 拓 .、，Y 的 
元 素 为 双 线 性 型 


之 2i0xCiz。 
若 妈 按 线性 变换 4 变换 . 
Auj; = = Sia, 
而 vx 按 线性 变换 B 变换 . 


Bov= v0 = 5 vrbr, 
则 对 于 乘积 woz 也 得 到 一 线性 变换 ; 
2124 = (Duy) (Ferdbn) = TD uvraybn. (14.1) 
乘积 空 昌 XY 中 的 这 个 线性 变换 称 为 乘积 变换 4xB.。， 乘积 


@ 补 集 (complementary set) 似 有 误 . p,q,，… 集 和 名 j,，…, 廊 集 应 是 量 
合 的 -一 一 译 者 注 . 
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-变换 的 矩阵 元 Cx, 为 : 
Cip, .= ybn. 
容易 看 出 ， 变 换 4x B 可 作用 于 任意 乘积 ww, 意 指 4 作用 于 
儿 而 8B 作用 于 %: 
(AXxB) (uw)= (Au) (Bo). (14.2) 
现 令 a 一 4 和 &-> 和 为 群 乡 的 两 个 表示 p 和 请 ， 我 们 
立即 可 看 出 : 4 一 4 x4' 还 是 一 个 表示 : 悉 积 表示 pp ， 
正如 矢量 空间 多 和 X 可 看 作 是 带 乡 的 算 子 的 加 法 群 ， 
同样 , 由 乘积 wv 生成 的 乘积 空间 次 也 可 看 作 是 带 乡 的 算 子 
的 加 法 群 ， 按照 人 14.2) ,我们 得 到 下 列 乘法 规则 : 
a ) = (0u) (gv), (14.8) 
由 文字 表述 为 ， 算 子 a 作用 于 二 矢量 的 乘积 ， 等 于 将 它 分 别 
作用 于 二 因子 上 
当 ab 作用 于 wv, 其 结果 相当 于 先 作 用 6 再 作用 a 
(CO) (Www) =a(b (uv)), 
因此, pp' 实际 上 是 多 的 一 个 表示 . 
三 个 或 更 多 个 表示 可 按 回 样 方式 5 站 ,于 是 有 : 
pp'po “一 (pp )p "一 PCp'p )， 
下 述 定理 的 证 明 留 给 读者 : 
么 正 表 示 的 任何 滋 积 仍 是 么 正 的 . 
现在 令 p 和 p' 为 两 个 不 可 约 表 示 . 我 们 问 : 在 什么 条 件 
下 , 乘积 表示 pp' 的 矢量 空间 WW 包含 不 为 零 的 不 变 矢量 w? 
WY 的 每 个 秋 量 ww 和 丝 可 写成 
W= 2 UVicin — > ti04 ， 
其 中 吧 为 多 的 维 数 , 而 
0 = FD Vxcin. 
如 ww 不 为 零 ， 则 w% 不 全 为 零 . 侯 为 不 变 矢 量 的 条 件 如 
。65。 


es 


下 ， 


QW 一切 ， 
或 
Se) (ao) 一 了 0 (14.4» 
现在 令 Qi= Uso, 


将 此 式 代入 (14.4), 得 到 . 
Zan' 24 一 Evy, 


或 者 因为 wu 是 线性 无 关 的 , 故 得 到 . 


Sangv 一 仿 。 (14.5) 
现在 , 如 用 (asy) 表 示 转 置 汗 阵 4: 
Qj = ji, 
并 用 电 = (B40) 表示 (oy) 的 逆 窍 阵 , 我 们 可 对 ow 解 (14.5) 
a0 = DV Bni. (14.6) 


此 公式 蕴涵 着 《Ww4,…, 2m) 是 2 的 一 个 不 变 子 空间 ， 因 为 
是 不 可 约 的 ,所 以 

(1, 1, Vn) =, 
因此 mw 三 n. 将 作 积 XY 的 地 位 互 换 , 便 得 到 % 三 mr%, 所 以 m= 
匈 ， 由 此 得 出 ， 2，…， 是 线性 无 关 的 : 它们 构成 多 的 一 组 
基 , 并 可 重新 命名 为 1, …, 2。。 现 在 由 (14.6) 得 出 , 在 表示 
P" 中 代表 a 的 矩阵 为 ; 


2 
kr 


l 
人 
y 
Dd 
外 


因此 : 

如 表示 pp 的 矢量 空间 W 中 含有 不 变 矢量 w, 则 可 在 表 
示 p 的 空间 中 选取 一 组 基 (v1,，，…， v6) 使 得 p' 的 矩阵 恰好 为 
PP 的 逆转 置 矩阵 ， 且 下 式 成 立 . 

W= DU. 
对 于 每 个 表示 p, 我 们 恰好 有 一 个 对 偶 吉 示 @ PP 使 得 w= 
@ 也 称 共 辊 表示 


本 6 人 0 二 


ww 是 乘积 空间 中 W 的 不 变 矢量 . 6 的 各 和 什 阵 是 p 的 各 和 矩 
阵 的 逆转 置 矩 阵 . P 的 对 偶 表示 仍 是 p。 如 p 是 不 可 约 的 , P 
也 不 可 约 , 反之 亦 然 . 

若 p 为 双 正 表示 , 且 儿 的 基 矢 由 是 正 交 和 归 一 的 ， 则 逆 
转 置 矩阵 召 = (B4) 是 4 的 复 共 斩 : 

B= A4*. 

因此 又 正 表示 的 对 偶 表 示 是 复 共 轿 表 示 a 一 44". 

从 现在 起 我 们 将 只 考虑 么 正 表 示 . 我 们 已 看 到 , 任何 表 
示 都 是 完全 可 约 的 : 

Pp 二 pi 十 … 十 pn, ‘14.7) 

如 在 表示 p 的 空间 中 存在 一 不 变 矢 量 ww， 则 不 可 约 成 分 之 一 
px 是 恒 等 表示 & 一 1 工 反之 亦 然 . 

令 o 为 不 可 约 么 正 表 示 . 由 (14.7) 和 oa 可 构成 乘积 
示 : 

£9 一 pi 十 … 十 DG。 

如 有 果 此 完全 可 约 表 示 包 含 恒 等 表 示 i 作为 不 可 约 成 分 ， 即 乘 
积 之 一 pr 包含 不 则 此 pr 与 o 的 对 偶 表 示 o 等 价 ， 反之 ,车 
Pr 之 一 与 9 等 价 ， 则 乘积 表示 po 包含 恒 等 表 示 1 作为 不 可 
约 成 分 . 

如 取 乘 积 表示 pp ”作为 p， 则 得 到 结论 : 

当 且 仅 当 mpyc 包含 恒 等 表示 1 时 ， 乘 积 表示 pro'' 包含 


对 于 二 维 表 示 ， 冬 积 家 示 是 显然 的 ， 如 p 是 表示 o> 
z(q), 而 p' 是 表示 a->y'(a)，, 则 乘积 表示 为 
a (0) Ya). 
如 只 有 p 是 二 维 的 ， 4 一 X(o)， 而 p' 是 任意 的 ，a->4， 
: 则 乘积 表示 为 ; 
。67。 


go—>x(%) A. 

若 p' 可 约 , 则 pp' 也 可 约 , 反之 亦 然 , 因为 车 可 约 集 的 所 有 知 
阵 皆 乘 以 数 x (a) 或 x la)!, 则 该 集 仍 可 约 . 因此 ,如 p 为 4 
维 而 p' 不 可 约 ， 则 pp' 仍 不 可 约 . 另 一 方面 , 车 p 与 p' 稼 高 
于 1- 维 , 则 乘积 pp' 可 能 是 可 约 的 . 

【 例 】 我 们 来 计算 旋转 -反射 群 多 。 的 不 可 约 表示 : 

pe, pa, pi pa3，… 

的 乘积 . 

首先 考虑 乘积 ppn, 假定 入 与 4 为 正 值 ，pi 的 矢量 空间 
的 基 矢 为 %;, ps 的 矢量 空间 的 基 矢 为 5.4. 乘积 为 . 

UW; UD, WD , Wd, 

反射 s 使 头 两 个 乘积 互 换 , 也 使 后 两 个 乘积 互 换 .如 将 旋转 
aa 作用 于 第 一 对 , 则 矢量 www 和 wv- 分 别 乘 以 因子 


一 人 和 十 1)B tA+H)B 
e 和 e …“/i 


因此 这 一 革 按 cr 变换 .同样 ， 刀 2- xu 乘 以 因子 ; 
ce 到-08 和 e218 
因此 , 好 入 和 不同， 则 这 一 对 按 pv-a 变换 ， 另 一 方面 ， 她 
和 二， 则 二 矢量 wv2-r 和 2-xox 对 于 ae 是 不 变 的 . 其 和 
Wi Da TV 
在 s, 作用 下 不 变 , 而 其 差 
WUD OO— WA 
在 % 作用 下 须 乘 以 一 1。 因此 ,车 入 与 久 丝 为 正 , 则 有 
Ppn=prrn 十 pir-pl 《 若 入 关 凡 )， 
pxpi 一 pi+x 十 pf 十 D0， 
然后 考虑 和 >0 入 =0! 或 07 的 情况 ， 如 4 为 0+, 乘 舟 
wvo 和 4&-a2u 按 ww 和 ww 的 方式 变换 , 因此 乘积 表示 为 bx: 
Papd 一 px。 
。63。 


如 Ld 为 0-， 乘积 UVo 和 VU-vo 按 px 变换 ， 因此 : 
pxpo = pa 
其 余 的 情况 是 显然 的 ; 


$15 与 给 定 表 示 的 所 有 算 符 可 对 易 的 算 符 


令 多 和 ?为 带 共 同 算 符 集 合 乡 的 两 个 矢量 空间 ， 并 令 
了 为 将 人 必 映 射 成 字 的 线性 变换 .如 了 为 一 算 符 - 同 态 , 即 对 
于 乡 中 所 有 的 a 有 . 
T (av) = oa(T9). (15.1) 
如 多 是 一 个 群 ,并 且 4 一 4 和 4->4' 分 别 是 乡 用 信和 
六 中 线性 变换 的 表示 . 我们 可 将 (15.1) 写成 
TA=A4T, (15 .2> 
或 者 如 Y= 4=4, 则 可 写成 : 
TA= AT. 
我 们 的 问题 是 要 确定 所 有 满足 (15.1) 或 (15.2) 的 变换 : 
T， 在 研究 此 问题 时 , 最 好 是 避免 a 一 4 和 4 一 和 4 之 类 写法 ， 
而 将 了 的 条 件 写成 较 简 单 的 形式 (15 .了 . 
我 们 首先 考虑 多 是 不 可 约 的 情况 .在 此 情况 下 ， 所 有 满 
足 (15.1) 的 下 之 集合 由 每 尔 引 理 〈Lemma of Schur) 给 出 . 
该 引 理 由 和 2 两 部 分 组 成 . 
或 是 将 每 个 矢量 都 映射 为 堆 . 一 个 很 简单 的 证 明 稍 后 即 给 出 . 
首先 证 我 们 来 讨论 ,在 这 两 种 情况 下 发 生 了 什么 ， 在 第 . 
一 种 情况 下 , 多 与 久 的 一 个 容许 子 空间 同 构 .如 X 也 不 可 
。69 。 


i 


- 约 , 此 容许 子 空间 必 是 整个 Y， 从 而 多 兰 Y .在 多 =Y 的 特 
殊 情况 下 , 可 对 多 和 交 选 用 同一 组 基 矢 . 在 此 情况 下 , 我 们 
可 以 更 进一步 断言 

2. 也 的 矩阵 是 单位 矩阵 了 的 倍数 和 I . 

【证 】 根据 同 态 定理 , 全 是 商 空间 又 /W 的 同 构 Q. 如 
采信 不 可 约 , W 或 为 {0} ,或 为 整个 多， 在 第 一 种 情况 下 ， 
二 是 一 同 榴 . 在 第 二 种 情况 下 , 了 将 每 个 矢量 都 映射 为 0. 这 
样 1 就 得 证 . 

现在 假定 作 = ;我 们 需要 证 明了 T= 和 I, 令 入 为 久 期 方程 

Det (T—A7T)=0, 
的 任意 一 个 根 ， 如 果 了 与 所 有 的 算 符 & 可 对 易 , 则 了 T 了 一 AT 也 
如 上 毕 , 因为 了 一 A7 的 行列 式 为 零 , 所 以 它 不 能 是 同 构 上 映射 . 因 
此 ,根据 11, 了 一 A7 必须 为 零 、 这 就 证 明了 2. 

当然 , 如 不 假定 纹 和 必 重 合 , 而 只 是 同 构 ， 则 同样 的 结 
论 了 = 和 7 仍然 成 立 ， 只 要 YY 的 基 天 正好 是 儿 的 基 矢 在 该 同 
构 上 映射 下 的 象 . 

根据 舒 尔 引 理 ， 与 不 可 约 表 示 的 所 有 甜 阵 都 可 对 易 的 所 
有 和 矩阵 了 的 集合 是 完全 人 销 定 的 , 它 由 渡 有 的 和 TT 矩阵 组 成 . 

我 们 扔 个 一 个 问题 是 ， 要 确定 与 一 完全 可 约 表示 可 对 易 
的 所 有 拭 隆 于 

令 六 为 带 一 组 算 符 多 的 矢量 空间 , 并 假定 是 完全 可 
约 的 : 


YB, (15.3) 
六 是 不 可 约 的 ， 我 们 需要 确定 将 少 映射 成 的 所 有 算 符 - 


同 态 映 射 工 . 
在 《15.3) 中 , 可 以 假定 (比如 说 ) XY1, …, XY% 是 同 构 
外 音 谁 灼 萌 工 ( 钠 与 商 空 间 多/ 洲 同 构 : 了 (%Y) 衬 W/W 一 一 译 者 注 . 
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的 , 而 与 其 余 的 3 不 同 构 . 在 加 中 可 选任 意 一 组 基 矢 ,而 
在 和 Ys,，…，%Y% 中 可 以 引入 相应 的 基 矢 组 ， 它 们 是 由 总 中 
的 基 矢 通过 从 到 XY2,，…，Y1 的 同 构 映射 得 到 的 .这样 
做 之 后 ， 乡 的 元 素 在 Yi, Yo,…， 和 Yi 中 都 可 用 同样 的 矩 
阵 表 示 . 

当 我 们 知道 了 算 符 - 同 构 T 了 怎样 作用 于 名 Yo …， Yr 
中 的 矢量 , 全 就 完全 知道 了 .现在 令 2 是 Yi 中 的 任意 矢量 ， 
其 象 To 可 按 (15.3) 分 解 : 

Tw=w 二 Wi 十 Wa 十 … 十 Wwr， (15.4) 

映射 »>w 是 算 符 - 同 态 . 因而 映射 一 Ww 光一 WO 人 
一 ws，…, 2>wr, 也 都 是 算 符 - 同 态 . 根据 督 尔 引 理 , 每 个 这 
类 映射 "~ 一? 或 是 同 构 ， 或 是 将 Y 1 映射 为 零 、 仅 当 v==1， 
…, 亡 时 才 可 能 是 同 构 , 因为 只 有 Y3，…，Yzx 与 Ya 同 构 . 所 : 
有 其 他 xsi，…，?r 必须 为 零 . 而 且 , 2 二 21 …'，D > Wx 各 
线性 变换 的 矩阵 必须 都 是 单位 逢 阵 工 的 倍数 。 因此， 从 7 
到 六 的 映射 2 一 w 的 窜 阵 可 写成 wl, 此 处 从 1 到. 同 
样 , 从 YY 2 到 Yi 的 映射 秆 阵 可 写成 re， 等 等 , 直到 Yr.。 从 
Yiri 开始 是 一 组 新 的 同 构 空间 X， 等 等 . 

将 变换 工作 用 于 Y:，Y >，…，Y* 的 基 矢 ， 最 后 得 到 人 
的 矩阵 为 如 下 形式 : 
/ 
| 
| tail …， si 


| | 
| 
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上 述 结果 也 可 叙述 如 下 ， 车 将 同 构 空 间 %，…，Yzx 的 

基 矢 按 下 列 方式 写成 开行: 

V11， V12， “VDim 《Ya 的 基 )， 

V21， V22，…，V2m 《Ya 的 基 )， 

Dui, Vr2s **, Dem 《YA 的 基 )， 
则 儿 的 算 符 将 此 矩形 的 务 行 变换 为 其 自身 , 且 各 行 的 变换 方 
式 相 同 , 而 算 符 了 T 了 通过 同一 线性 变换 将 扰 形 的 各 列 变换 为 其 
自身 , 变换 矩阵 如 下 . 


(15.6) 
Th Tx2 a 

其 他 子 空间 Y2，…，Y 给 出 类 似 的 基 矢 矩形 ， 

容易 看 出 , 由 形 如 (5.5) 的 矩阵 所 定义 的 变换 了 可 与 乡 
中 的 算 符 & 对 易 . 因此 确定 所 有 可 对 易 变换 了 的 问题 完全 解 
决 了 .系数 w* 是 任意 的 . 

在 此 阶段 从 代数 论 中 引入 某 些 概念 是 有 用 的 . 

【定义 妃 环 统 车 同时 又 是 域 乡 上 的 矢量 空间 , 则 称 为 
一 个 代数 . 这 意味 着 ， 对 多 中 的 元 素 ww … 定 义 了 三 种 运 
算 : 加 法 wo, 乘法 ww 以 及 矢量 % 与 域 多 中 元 素 ?7 的 乘法 
v7， 本 书 中 , 多 总 是 复数 域 E, 绢 总 是 有 限 维 的 . 

【 例 起 取 有 限 群 乡 的 元 素 s, 1,… 作为 矢量 空间 角 的 
基 矢 ， 就 得 到 乡 的 群 代 数 净 ， 环 乡 的 元 素 当 为 和 的 形式 . 

v= ty, 


其 中 yi 为 复 系数 , 乘积 wu 由 下 式 定 义 : 
(之 3G。) (之 tys) 2 之 :6 


【 例 2】 具有 任意 复 矩阵 元 rw 的 mn 行 n 列 抵 阵 卫 宰 成 
一 m2 维 代数 A mv 阶 全 算 阵 代 数 (fu matrix algebra). 
为 了 表明 .A 是 m? 维 , 我 们 引入 "2 个 基本 元 素 Cx。 和 矩 
阵 Cw 的 行列 矩阵 元 为 1, 而 所 有 其 他 和 失 阵 元 皆 为 零 , 每 
了 一 之 Corw。 
Cw 的 乘法 规则 为 
CuO — On 
CnCx=0 (i#)). 
【定义 22” 当 和 且 仅 当 满 足下 述 三 条 件 时 ， 人 称 为 子 
代数 .oa， “"'y < 的 直 和 : 
下 
1. 矢量 空间 儿 是 子 空间 .of;; …, .的 直 和 . 
2. .好 ;是 环 . 
3. 所 有 7Y 关 的 乘积 .Ziotx 为 零 . 这 表示 对 于 .中 
的 和 乡 中 的 bx 有 aibx==0. 
若 满足 这 三 个 条 件 ， 多 的 结构 就 完全 决定 于 子 环 .oz 的 
结构 .实际 上 , 如 


ao 一 ai 十 … 十 gr 
和 和 0 二 01 十 … 十 by 
是 .x 的 元 素 , 则 其 和 与 积 


24 十 0 一 (ai 十 0 十 … 十 (ac 十 D)， 
CO 一 Clip 十 … 十 CrD， 
我 们 已 确定 了 与 一 完全 可 约 表示 可 对 易 的 所 有 变换 也. 
和 矩阵 卫 具 有 (15.5) 的 形式 , ti 是 任意 复数 .每 个 了 对 应 于 
形 如 (15.6) 之 和 矩阵 了 Ti, …, To 的 一 个 有 限 集 ， 


e ID 。 


T11 Tik /Te kt+1 *"* 
Ti=| : es | 
Tk Tkgk 


诸 了 矩阵 构成 -一 代数 交 , 它 是 按 下 述 方式 定义 的 子 代数 
1, ”> -Yq 的 直 和 . 假定 7。=0， 12 To=0， 而 人 中 的 
ts 是 任意 的 , 便 得 到 .sz; 的 一 个 元 素 ， 同 样 , 如 Ts 是 任意 的 ， 
而 所 有 其 他 7 为 零 , 则 得 到 .sg。 的 一 个 元 素 , 依 此 类 推 ， 显 . 
然 , 代数 .71,，…, .sz 与 五 阶 全 年 阵 代 数 同 构 伏 一石， ho，…， 
如 ) . 多 是 它们 的 直 和 ; 

B= .A18P: DA,. 
因此 有 下 述 定 理 : 
与 一 完全 可 约 矩 阵 集 可 对 易 的 所 有 矩阵 了 的 代数 是 与 


全 人 人 人 一 人 人 一 -人 一 一 人 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


易 . 且 至 少 有 -- 组 是 完全 可 约 的 , 则 可 选取 基 矢 排 成 如 下 算 形 ， 


了 11 Vin 


Vs Von 
使 得 每 个 变换 4 将 各 行 变换 为 其 自身 ,上 且 所 有 行 都 按 同 
一 矩阵 变换 , 而 每 个 变换 7 则 将 矩形 的 列 变换 为 其 自身 , 且 所 
有 的 列 都 按 同 一 矩阵 变换 ， 这 一 结果 证 明 在 量子 力学 中 十 分 
有 用 . 
8&16 有 限 群 的 表示 @ 
QD 本 节 的 内 容 对 于 本 书 中 所 讨论 的 量子 力学 方面 的 应 用 并 非 绝 不 可 缺 的 
但 是 对 于 想 了 解 群 表示 论 的 中 心思 想 的 读者 却 是 必需 的 。 表示 论 最 初 是 弗 罗 比 


尼斯 (GQ. Erobenius) 所 发 展 的 。 本 节 中 所 用 的 证 明 方 法 则 属于 受 米 . 诺 琴 
(Emmy Noether), 
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令 乡 为 具有 饭 个 元 素 的 有 限 群 ， 在 乡 的 任 一 表示 的 空 
闻 中 可 选择 一 任意 恒 正 厄 米 型 ， 并 将 群 的 所 有 变换 作用 于 此 
厄 米 型 ， 变换 后 的 型 之 和 仍 是 一 恒 正 捷 米 型 互 . 表示 群 元 素 
的 诸 变 换 使 及 保持 不 变 , 因此 它们 是 么 正 变换 .这 就 蕴涵 著 
下 述 结论 

有 限 群 2 的 每 个 表示 都 是 完全 可 约 的 ， 

在 前 一 节 中 , 我 们 已 构造 了 乡 的 群 代数 级 , 它 是 所 有 和 
v= Ziyt 
的 环 , 其 中 y; 为 任意 复 系 数 ， 此 群 代数 可 看 作 群 乡 作 用 于 其 
二 的 一 个 矢量 空间 ， 因为 ,如 为 任意 群 元 素 ， 乘积 82 仍 在 
净 中 ,下 列 变换 . 
D>:v, 
号 将 少 变 换 成 其 自身 的 线性 变换 . 乡 的 这 个 特殊 表示 称 为 乡 
的 正规 表示 (regular rebresentation)。 其 维 数 等 于 群 的 阶 数 
hn 
矢量 空间 终 的 线性 子 空间 -2 车 在 包含 每 个 元 素 2 的 同 
.时 也 包含 所 有 的 乘积 s%, 则 红 是 兆 的 不 变 子 空间 . 如 -上 是 
不 变 子 空间 , 则 它 也 包含 所 有 的 乘积 . 
EsBs w=, 
其 中 必 是 环 络 的 任意 元 素 。 这 种 子 空间 称 为 环 络 中 的 左 理 
因为 任 一 表示 都 是 完全 可 约 的 ,所 以 正规 表示 也 如 此 .这 
意味 着 .发 是 最 小 左 理 想 的 直 和 . 
.$= -中 中 2 (16.1) 
定理 1 乡 的 每 个 不 可 约 表示 都 包含 在 正规 表示 中 ， 即 
等 价 于 由 一 最 小 左 理想 & 所 规定 的 表示 . 

【证 】 我 们 首先 注意 到 , 群 乡 的 每 个 表示 都 按 下 列 方式 
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定义 群 代数 朋 的 一 个 表示 : 如 群 元 素 s 用 和 矩阵 如 表示 ， 冒 
2 的 元 素 卫 sG, 用 SB, 表示. 

现在 令 2 是 一 不 可 约 表示 的 矢量 空间 % 中 的 一 个 固定 
的 非 零 矢 量 . 我 们 把 儿 入 看 作 是 带 乡 的 算 符 的 加 法 群 ， 
并 用 下 式 定义 从 名 到 洲 的 一 个 映射 : 

U—> Uv. 《16 .237 
此 线性 映射 是 一 算 符 同 态 ， 因 为 对 于 乡 中 的 每 个 s。 有 : 
3U—>(8U) Y= 8 (uv). 

在 同 态 映射 (16.2) 下 , 多 的 象 包含 矢量 ee9w 一 v, 所 以 此 象 不 
是 零 空 间 , 因此 它 必 须 是 整个 XY, 即 (16.2) 是 多 到 y 上 上 
同 态 . 

现在 我 们 能 够 应 用 § 13 的 定理 4, 该 定理 说 : 完全 可 约 吉 . 
法 群 的 每 个 同 态 象 与 群 的 某 些 分 解 成 分 的 直 和 同 构 . 将 此 定 
理应 用 于 加 法 群 多 及 其 同 态 象 图 ， 我 们 得 出 ，Y 与 出 现在 
分 解 式 (16.1) 中 的 某 些 左 理想 的 一 个 直 和 同 构 . 但 因为 六 
是 不 可 约 的 ,所 以 此 直 和 只 能 包含 一 个 弘 .、 因此 与 一 个 
最 小 左 理想 -2 同 构 , 定理 得 证 . 

推论 ”因为 乡 的 所 有 玫 示 都 是 完全 可 约 的 , 且 所 有 的 
不 可 表示 都 等 价 于 最 小 左 理想 所 规定 的 表示 ， 所 以 每 个 表示 
都 能 分 解 为 与 最 小 左 理想 所 规定 的 表示 等 价 的 不 可 约 表 示 
换言之 , 每 个 表示 空间 都 是 与 盈 的 最 小 左 理想 同 移 的 最 小 不 
变 子 空间 的 直 和 . 

为 了 求 出 有 多 少 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 ， 必 须 确定 环 组 
的 结构 。 为 此 目的 , 我 们 来 确定 将 多 变换 为 其 自身 的 线性 变 
换 中 与 正规 表示 的 所 有 和 矩阵 都 可 对 易 的 所 有 变换 .换言之 , 当 
把 角 看 作 是 带 乡 的 算 符 的 如 法 群 时 ， 我 们 要 确定 多 的 所 有 
算 符 - 同 态 。 令 了 了 人 同 态 。 对 于 乡 中 所 有 上策 
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和 有 角 中 所 有 的 w%， 有 : 
因此 Tsv = sTy, 
TSH.sBv = > sBTY, 
Two 一 2 
对 多 中 所 有 的 和 ，" 皆 成 立 ， 现 在 令 " 是 乡 的 单位 元 e. 我 
们 得 出 : 
Twu = wuTe. 
设 7 一 已 最 后 得 到 : 
Tw= ut, 
这 意味 着 , 线性 变换 全 恰好 相当 于 用 固定 因子 志 右 乘 公 . 
对 于 每 个 恰好 有 一 个 二 反之 亦 然 .乘积 Ti。 对 应 于 乘 稳 
tot1, 因子 换 了 顺序 , 因为 我 们 有 : 
TTy*e= TI (Toe) = Tits=tot, 
和 1 十 了 a 对 应 于 和 鼠 十 加 : 
(2 十 宙 Te 一 Te 十 72e 一 页 十 如 
因此 ， 在 所 有 算 符 了 的 代数 .oz 和 代数 乡 之 间 有 反 同 构 
关系 .我 们 知道 ，.% 是 全 和 矩阵 代数 的 一 个 直 和 , 因此 乡 与 全 
矩阵 代数 的 一 个 直 和 反 同 构 ， 现 在 全 矩阵 代数 与 其 自身 反 同 
构 ， 因 为 如 4' 是 矩阵 4 的 转 置 矩阵 ， 则 映射 4 一 44 是 反 同 
构 上 映射 : 
(4B)'=B'4', 
因此 我 们 有 : 
定理 2 有 限 群 的 群 代 数 乡 与 全 抢 阵 代数 的 一 个 直 和 同 
构 : 
-WD…OW,. (16.3) 
为 了 得 到 多 的 所 有 不 可 约 表 示 ， 我 们 须 求 出 豚 分 解 成 
左 理想 的 一 个 分 解 式 (16.1). 为 此 , 只 需 将 每 个 矩阵 代数 级。 
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分 解 成 无 穷 小 左 理想 就 够 了 .例如 , 考虑 代数 用 1. 
令 294x 是 全 矩阵 环 .4 我 们 引入 8 15 中 所 定义 的 心 个 
基本 元 素 Ox， 下 列 元 素 
O11, Oa, "> On1 (16.4) 


生成 .4o 中 的 左 理想 -&;， 同样 . Cs 生成 左 理想 .&*， 等 等 . 
这 样 , 我 们 就 得 到 了 mn 个 左 理 祖 -21，…， -Ln， 为 了 求 出 左 理 
想 -i 所 规定 的 .A 的 表示 , 必须 用 基 元 (16.4) 乘 任意 元 素 
t= POTtin, 《16 .5) 
并 用 同一 些 基 元 来 表示 此 乘积 : 
(> CipTix) Ca = BOC0n= 2 Oury. 
因此 , 表示 -Ns 中 元 素 (16.5) 的 矩阵 正 是 矩阵 (Tw)， 

上 述 表 示 是 左 理想 -1 所 规定 的 ， 左 理想 儿 s,…, 所 
规定 的 下 是 同一 表示 ; 因此 左 理想 - 沁 2，…，-, 是 算 符 同 构 
的 .表示 t>(Twy) 是 不 可 约 的 , 因为 re 是 完全 任意 的 复数 . 
因此 , ;是 最 小 理想 , 故我 们 得 到 下 列 分 解 : 

Hi = A = 1D DL, (16.6) 

对 于 fs，…, :Yo 也 有 同样 的 结果 ， 只 是 mw, …, na 可 以 
不 同 于 %=m, 将 分 解 式 / 16.6) 代 入 (16.3), 最 后 得 到 

HH= SDL HL DE DP 
其 中 .2 2% 是 问 构 的 ，-Aa， 也 是 同 构 的 ， 
依次 类 推 。 党 ; 的 元 素 半 在 1 所 规定 的 表示 px 中 用 惩 和 阵 
(Ty) 表示 ， 而 在 所 有 其 他 去 示 cs, …, pa 中 用 0 表示 . 表示 
pl，…， pu 是 不 等 价 的 . 全 pi 的 数目 等 于 分 解 式 
6.3) 中 环 六 的 数目 ， 除 2 pa 以 和 外, 没有 其 他 不 可 约 
表示 ， 在 正规 表示 小. 经 一 表示 出 现 的 次 数 等 于 其 统 数 。 


汉 ; 的 维 数 是 避 ， 因此 整个 环 人 的 维 数 是 ; 
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h= Sn?. (16.7). 

一 个 直接 推论 是 伯 轧 赛 德 (Burnside) 定 理 ， 每 个 n 维 不 
可 约 表示 恰好 具有 mw 个 线性 无 关 的 和 矩阵， 

上 面 所 证 明 的 几 个 定理 ,包括 伯 思 赛 德 定理 在 内 , 不 仅 对 
有 限 群 的 群 代数 成 立 , 而 且 普 遍地 , 对 于 具有 单位 元 。 的 完全 
可 约 代数 :% 都 成 立 ， 痪 是 最 小 左 理想 的 直 和 .证 明 完全 相 
同 ， 特 别 是 下 列 定理 成 立 ; 

单个 全 和 矩阵 政治 只 有 一 个 不 可 约 表示 , 它 由 矩阵 本 身 给 
出 . 


应 用 : 狄 拉 克 和 抢 阵 ”我 们 来 求 满足 下 列 方程 的 4 个 矩阵 ,Ts， 
7 3， 3 


T23251, Poepo= 一 ToP。 (tk). (16.8)， 
利用 这 些 方程 ,矩阵 的 所 有 乘积 皆 可 用 下 列 16 个 乘积 表示 : 
Ta1a TaleTe, TiToTsla (a<B<O). (16.9) 


如 果 和 矩阵 还 是 未 知 的 ， 我们 可 以 构成 一 个 具有 如 下 16 个 基 元 的 代 

数 : 
1, Ya, Yag, yasG,， ?1234 (a<B<O). (16.10) 

基 元 之 间 的 乘法 规则 和 (16.9)》 中 的 16 个 积 按 (16.8) 相 乘 所 得 出 的 乘 
法 规则 相同 、 此 代数 是 唯一 确定 的 .满足 (16.8) 的 一 组 4 个 卫 , 和 矩阵 产 
生 代 数 的 一 个 表示 , 反之 亦 然 ， 因 此 我 们 的 问题 是 : 要 求 出 一 确定 代数 
的 所 有 和 矩阵 表示 . 

狄 拉 克 马 指 出 ; 

存在 一 个 由 生 行 矩阵 组 成 的 表示， 其 中 16 个 基 元 (16.10) 用 16 个 
线性 无 关 的 矩阵 硼 示 ， 因 此 ,该 代数 与 全 乍 阵 代数 Ns 同 构 ， 所 以 , 利 
用 前 述 定理 ,每 个 不 可 约 表 示 都 和 狄 拉克 表示 等 价 . 将 狄 拉 克 表 示 重 复 
若干 次 便 可 求 得 每 个 可 约 表示 ， 
To P, A. M. Dirac: The quantum theory of the electron. Proc. Roy. Soc.. 
London A 117, p. 610. 
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结束 了 题 外 话 . 我 们 回 到 有 限 群 乡 的 表示 . 我 们 想 要 求 
出 乡 具 有 多 少 不 等 价 的 表示 . 为 了 解决 此 问题 ; 要 确定 群 代 
数 多 的 “中 心 ”， 即 与 代数 中 所 有 元 素 皆 可 对 易 的 那些 元 素 
之 Bs 的 集合 。 为 此 , 只 要 它们 与 所 有 的 群 元 素 可 对 易 ， 即 对 
所 有 的 1 有 : 
t.2,sBs = 28Bs't 
或 > it"B, = 2 spB,. 
这 又 表示 ， 任 何群 元 素 s 的 所 有 共 轿 元 素 tst"! 在 和 之 spB, 中 
具有 相同 的 系数 B66， 令 4 为 s 的 所 有 不 同 共 施 元 素 之 和 ,， 则 
中 心 的 任何 元 素 必 取 下 面 的 形式 : 
DuBs. 


因此 :的 中 心 是 一 矢量 空间 , 其 维 数 等 于 不 同 的 共 罗 群 
元 素 类 的 数目 . 
另 一 方面 ,中心 也 可 由 公式 (16.3) 确 定 . 令 
t= 十 … 十 to 
是 锥 中 任意 元 素 宇 按 (16.3) 的 分 解 . 如 眶 属于 几 的 中 心 ， 
则 每 个 去 必 属 于 全 矩阵 环 将 ; 的 中 心 ,反之 亦 然 .根据 舒 尔 引 
理 ($ 15)， 任 何 全 和 矩阵 环 党; 的 中 心 仅 由 单位 矩阵 ae 的 倍数 
ei 兴 构 成， 因此 缀 的 中 心 由 所 有 如 下 的 和 构成 : 
e1A1 十 … 十 coXa. 
由 此 得 出 ， 中 心 的 维 数 恰 好 等 于 不 等 价 不 可 约 表 示 Pt 
-…，pu 的 数目 Y. 因此 得 出 结论 : 
不 可 约 表示 的 数目 等 于 多 中 共 斩 群 元 素 类 的 数 且 . 
【 例 】 i. 对 称 群 .六 9， 元 素 的 个 数 为 6. 共 轿 元 素 类 为 ; 
1) e 类 , 只 包含 e. 
2) (123) 类 , 由 (123) 和 (132) 组 成 ， 
e。 60。 


3) (13) 类 ,由 (12), 《13) 和 (23) 组 成 . 

因此 有 三 个 表示 ， 和 我 们 在 $ 12 例 5 中 求 得 的 相同 . 它 
们 的 维 数 是 1,，1, 2， 实 际 上 有 : 

6= 2 二 了 二 2. 
2. 对 称 群 74. 元 素 个 数 为 24. 五 个 类 用 下 列 元 素 表 示 
e, (123), (12) (34), (12), (1234). 
正规 子 群 Y 由 下 列 元 素 组 成 : 
e, (12) (34), (18) (24), (14) (23). 

商 群 Y47Y34 与 Ys 同 构 , 因此 具有 两 个 1- 维 表示 和 一 个 
2- 维 表示 . 这 三 个 表示 产生 .” 的 表示 ， 当 然 这 些 表示 不 是 
真实 表示 , 因为 Yi 的 所 有 四 个 元 素 都 用 工 表 示 . 

由 方程 24 二 12- 十 12 十 22 十 十 m3 
得 出 mm 二 避 =18， 因 此 ns 二 3， 一 个 3- 维 表示 可 按 下 述 
方式 得 到 : 在 三 维 矢 量 空间 中 了 到 四 个 矢量 €1, 62, 63, C64), 其 中 
前 三 个 是 线 注 无 关 的 , 而 四 个 之 和 为 零 : 

el 十 ez 十 es 十 es 一 0. 
四 个 矢量 盘 置 换 产 生 矢量 空 间 的 线性 变换 .例如 ， 若 取 et， 
ez, es 作为 基 矢 ,置换 (12)? 用 抢 阵 
0 1 0 
1 0 | 
0 0 1 
表示 ,以 此 类 推 . 因 此 我 们 得 到 一 个 3- 维 的 不 可 约 表示 ps. 

将 表示 奇 置换 的 所 有 和 矩阵 都 习 以 一 1， 就 从 ps 得 到 另 一 
个 下 过 pi 

3. 交 秒 性 5Zs， 阶 数 为 12 四 个 类 用 下 列 元 素 表示 ， 

e, (123), (132), (12) (34). 
因此 有 4 个 表示 . 商 群 .4/7 是 3 阶 循环 群 ， 因 此 恰好 有 
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三 个 二 维 表 示 . 公式 

12==12 十 12 十 12--n3 
蕴涵 着 m3. 所 缺 的 3- 维 表示 恰好 是 我 们 刚 求 出 的 .Ys 的 
两 个 表示 ps 和 ps 中 的 任何 一 个 ,但 只 作用 于 假 置 换 . 


< 17 群 的 特征 标 


我 们 在 $9 中 已 看 到 , 线性 变换 4 之 矩阵 (ain) 的 迹 : 
-之 a 
一 变换 不 变量 ; 它 与 矢量 空间 光 的 基 矢 选择 无 关 ， 现 在 令 
4 悦 和 4 为 群 作 的 一 个 表示 p。 我 们 可 将 4 的 迹 看 作 a 的 函 
数 , 并 称 之 为 Tr(a) 或 Tr,(a). 
Tr(a) = Tr(a) = Tr(A). 

此 迹 称 为 表示 p 中 ea 的 迹 . 在 不 可 约 表 示 的 情况 下 ， 迹 

被 称 为 特征 标 D, 并 用 x(a) 表示 : 
XQ) 二 中 zt0) (对 于 不 可 约 的 p). 

共 斩 元 素 c 和 2-1c2 的 迹 相 同 . 

Trwp- a = ET 14B)= Tr(A)= Tr(a). 

因此 迹 和 和 矢 征 款 龙 类 车 数 : 对 于 每 个 其 金枝 元 索 类 , 它们 
其 有 确定 值 . 

如 果 想 要 分 解 一 可 约 表示 ， 计 算 迹 和 特征 标 常常 是 有 用 
的 .为 此 目的 需要 考虑 特征 标的 正 交 性 质 ， 

令 s 一 448) 和 8 一 了 0s) 为 有 限 群 9 的 两 个 不 可 约 表 未， 
并 令 0 为 将 第 二 表示 空间 7 有 喘 射 到 第 一 表示 空间 多 的 任意 
线性 变换 的 和 矩阵， 我们 构造 下 列 完 阵 . 

一人 全 人 CE) 


@ 一 自称 疙 单纯 特征 标 一 一 主 虽 注 ， 
603 。 


求 和 遍及 所 有 的 群 元 素 t。， 线性 变换 卫 与 所 有 的 群 元 素 8 可 
对 易 : 
4(S)P=4S 4 人 CDB( 
一 48 站 ODS) 了 (8s) = PBG). 
根据 舒 尔 引 理 (§ 15), 这 意味 着 : 
卫 =0, 若 表示 4 二 与 B(t) 不 等 价 ， 
PXT, 车 二 表示 相等 


将 卫 的 定义 式 代入 , 得 ; 
sa  ， 0, 车 4(s) 与 B(s) 不 等 价 ， 
Se 
或 者 因 c 是 完全 任意 的 ,也 就 得 到 : 
[0, 车 4Gs) 与 B(s) 不 等 价 ， 
LBs6m, 若 4(s) -BGs). 
为 了 在 4(s) =B(s) 的 情况 下 确定 By, 我 们 令 h=h 并 对 
k 求 和 : 


之 CRi (二 ) bj ( 太 《17 。 1 


之 之 Qsxt 11) antt) = Bo 之 Sn. 
因为 464 人 为 单位 矩阵 (585), 此 方程 式 可 简化 为 . 
之 6 = Bi 之 bw 
或 者 , 如 mn 为 表示 的 维 数 ,而 为 群 的 阶 数 , 则 ; 
h0i= nb. 
解 出 By 并 代入 (17.1) ,我 们 得 到 
0, 若 44 与 妃 不 等 价 ， 


Ci bs (1-1) = 
> mt) Ik [2 658, 要 这 .B. 


如 表示 B(s) 是 么 正 的 , 有 


Bt) = BH- BO 
或 bjt) = b(t). 


0, 车 和 4 各 不 等 价 ， 


. (17.2 
Bud 若 4=B. 4 ) 


之 am(t) br;(t) = | 
(17 .2) 式 表示 矩阵 元 的 正 交 性 质 。 令 见 = 了 和 8 =9 并 对 

丸和 天 求 和 , 就 得 到 特征 标的 正 交 性 ， 
忆 ze(Dxz2(D"=0 或 久 (17.3) 


即 对 于 不 等 价 表示 的 特征 标 为 0, 对 于 等 价 表示 的 特征 标 为 
h、 如 果 ， x 中 ，…，Zx 为 不 等 价 不 可 约 表示 的 完备 集 fa …， 
Ar 的 特征 标 ,而 任何 表示 p 包含 表示 ps 共 ot 次 . 则 表示 p 中 # 
的 迹 为 : 

Tr lt) =B om? 0). 


用 x 中 (DD)" 乘 此 式 , 并 应 用 (17 .38), 得 : 
Sx tTr(t) = eh. (17.4) 
i 


利用 此 式 ,可 由 迹 Tr(t) 和 特征 标 xm 人 (办 算出 数 cr。 由 
此 得 出 结论 ， 只 要 所 有 群 元 素 的 迹 Tr(b 已 知 ， 则 表示 p 被 
唯一 地 确定 到 等 价 表示 . 

应 用 令 p 和 ce 为 任意 二 表示 . 
我 们 要 分 解 乘积 表示 pc。 冬 积 和 矩阵 4 XB 的 元 素 为 : 


Ci, 31 = iDr1, 


:其 迹 为 ; 
2 Ci 让 一 之 GuBzx 一 人 之 Ca) (之 bxx) 一 IT(4) Tr(B). 


(17 .5) 


4。 


因此 , 乘积 玫 示 pc 的 迹 函 数 为 表示 p 和 o 的 迹 函 数 之 积 . 
【 例 】 令 ( 恒 等 ), a (反对 称 ) 和 p(2- 维 表示 ) 为 Ys 的 
三 个 不 可 约 表示 .由 (17 .5) 和 (17.4) 我 们 求 得 ; 
LXi=!, axXa=i, pXp=1+atp, 
(XXX 一 CC， axXp=p, 


ixp=p, 
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第 三 章 
平移 .旋转 和 洛 伦 效 变 换 


首先 , 阐述 “ 李 群 ”的 一 般 概念 , 指出 李 群 由 “无 穷 小 变换 ” 
生成 , 所 有 群 的 表示 都 能 由 无 穷 小 “ 李 代 数 ” 的 表示 得 到 . 然 
后 , 把 一 般 理论 应 用 于 时 间 的 平移 , 三 维 旋转 以 及 洛 伦 兹 群 . 


$18 李 群 及 其 无 穷 小 变换 

AAA. 李 群 

李 群 是 一 个 群 ， 辐 时 又 是 一 个 n 维 流 形 ， 意 即 在 任 一 群 
元 素 To 的 领域 中 群 元 素 TZ(5) 由 个 实 参数 81，…, 5 确定 . 

【 例 】 三 维 实 旋转 群 As 每 个 旋转 具有 一 旋转 轴 4 及 
一 旋转 角 p、 通 过 选择 一 单位 矢量 a 即 可 决定 轴 的 指 
向 . 而 利用 螺旋 法 则 可 将 一 旋转 方向 规定 为 正 的 . 这 样 矢量 
92G 便 唯 一 地 决定 了 旋转 ,因为 若 用 一代 @, 用 一 p 代 9g, 则 
旋转 仍 相 同 ， 所 以 每 个 旋转 了 T(s) 由 矢量 g@ 的 坐标 81,，82, ss 
唯一 确定 。 册 此 可 见 Ca 是 三 维 李 群 . 

一 般 说 来 , 令 U 是 李 群 乡 的 单位 元 工 之 邻 域 , 并 令 7(s) 
为 过 中 相应 于 参数 值 ss 的 群 元 素 . 车 T(s) 与 T(t) 
充分 接近 单位 元 , 则 (8)T(D) 及 T(s) 司 仍 在 VU 中 .因此 我 
们 能 写 下 : 

TT) = TW), 
T's) t= TV). 

我 们 假定 , 确定 乘积 了 TC(s)T 了 TO) 的 参数 和 是 s 和 二 的 连续 

澳 数 ,而 是 s 的 连续 函数 : 


a GD 。 


u=f(s, t); v=9g(). 
根据 格 利 森 (Gleason)， 蒙 哥 马 利 (Montgomery) 和 泽 宾 
《Zippin) @ 的 定理 ， 总 能 适当 选取 参数 使 得 和 9 是 解析 函 
数 ， 即 震级 数 ， 对 于 一 维 李 群 ， 甚 至 可 以 写 出 如 下 的 合成 法 
则 ; 

U= 8+t; 人 一 一 3. 
因此 以 后 我 们 将 假定 f 和 yg 为 解析 函数 , 而 在 一 维 情况 下 ,将 
假定 ; 

T'(s)T(t) =T(g+1), 
7 (s) 一 一 个 (一 3). 
B. 一 维 李 群 和 丫 群 
沿 t 轴 的 平移 群 与 实数 的 加 法 群 同 构 ， 我 们 怎样 才能 求 
出 由 矢量 空间 到 其 自身 内 的 线性 变换 所 组 成 的 该 群 之 所 
有 表示 ? 更 精确 些 说 : 我 们 怎样 才能 求 得 到 其 自身 内 的 线 
性 变换 T(s), 使 之 是 满足 下 列 条 件 的 * 的 连续 函数 
T(s)T(t) =T(s+0), (18.1) 
T(0)=1? (18.2) 
车 六 是 有 限 维 的 . 上 且 假 定 矩阵 函数 7(s) 具 有 连续 导数 ， 
则 求解 是 容易 的 ， 将 (18.1) 对 s 微分 , 并 令 s= 0, 则 得 : 


AT() = TD), (18.3) 
此 处 女 为 了 (3) 在 8=0 处 的 导数 .此 微分 方程 对 初始 条 件 
7T(0) = 工 的 解 为 
TD) e411 (A) + 


D A.M.Gleason: Groups Without small subgroups, Annals of Math. 
56, p. 193. D. Montgomery and L. Zippin: Small Subgroups of Finitedimen- 
:Sional Groups. Annals of Math,. $6, p. 213(1952). 
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此 寡 级 数 对 所 有 t 皆 收 敛 . 线性 变换 4 称 为 生成 一 维 李 群 
的 无 穷 小 变换 .如 4 为 具有 对 角 元 41, aa… 的 对 角 怎 阵 ， 则 
矩阵 e*4 的 对 角 元 为 exp(tai)，exp(tao)，… 
如 将 变换 了 (作用 于 一 固定 矢量 wo 则 点 
w(t) = 人 Tt) ro 
拱 出 一 轨迹 ， 由 (18.3) 得 . 
w(t) —Aw(t), 


即 较 迹 上 任意 点 % 的 速度 恰好 是 4z、 因此 无 穷 小 变换 4 的 
几何 图 和 象 恰好 是 稳定 流 的 速度 场 ， 在 某 一 段 时 间 t 内 追随 此 
流 , 则 得 到 变换 了 了 (2). 

嘉 当 (Elie 0artan) 和 冯 * 诺 意 曼 (John von Neumann) 
指出 ， 范 数 T( 引 ) 的 可 微 性 假设 是 不 必 委 的 ， 它 是 (18. 了 ) 式 和 
连续 性 假设 的 结果 . 简单 的 证 明 见 Van der Waerden@ ， 因 
此 我 们 有 下 述 定理 : 

由 有 限 维 矢量 空间 交 的 线性 变换 构成 的 一 维 平 移 群 的 
每 个 连续 表示 都 由 一 个 无 穷 小 线性 变换 4 生成 ,并 由 下 式 给 
出 ， 

S T(t) =0:4. (18.4) 

斯 通 (M. 互 . Stone)@ 将 此 定理 推广 到 希 尔 伯 特 空间 , 而 
项 尔 ( 卫 . Hille) 和 吉田 鲜 将 它 推广 到 更 一 般 的 矢量 空间 . 斯 
通 证 上 明了: 


© B. L. Van der Waerden: Stetigkeitssitze fiir halbeinfache Liesche 
Gruppen. Math. Zeitschrift 36, p. 781，footnote 2 (1933). 

®@ M. H. Stone: On one-naramoeter unitary groups in Hilbert space 
Ann. of Math. 33, p. 643(1932) 

@ 见 K. Yosida: Functiona} Analysis, Chapter IX (2nd ed.). Berlin- 
Heidelberg-New York: Springer, 1963. 
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假定 希 尔 伯 特 空间 光 的 么 正 变 换 了 T(t) 是 实 变量 也 的 连 


续 函 数 , 并 满足 下 列 条 件 ， 
TP = TDs+t), 
T(0) =I. 
则 存在 一 个 由 下 式 定 义 的 自 轿 线性 算 符 4. 
Av=ilim ULs, (18.5) 
使 得 
U(t) =exp(—%A). (18.6) 


第 尔 和 吉田 相互 独立 地 证 明了 一 个 更 一 般 的 定理 . 他们 
考虑 将 一 局 部 凸 的 矢量 空间 六 变 到 自身 内 的 有 界线 性 变换 
TP 了 (4) 的 半 群 , 其 中 卫 人 为 对 巡 0 有 定义 的 连续 函数 纪 , 并 满 
足 条 件 \18.41) 和 (18.2). 在 这 些 条 件 下 , 他 们 首先 证 明了 存 
在 一 无 穷 小 算 符 4, 它 是 按照 (18.5) 定 义 在 空间 和 的 一 个 处 
处 稠密 的 子 集 上 的 . 如 复 变 量 w 的 实 部 足够 大 ， 则 算 符 
wu 一 4 具有 一 有 界 的 逆 . 


Rw) = (weI—A), (18.7) 
它 是 在 下 列 意义 下 了 (9) 的 拉 普 拉 斯 变换 ; 
RDOz= | Te (s)wds, (18.8) 


大 家 熟知 ， 连 续 函 数 f( 力 由 其 拉 普 拉 斯 变换 (Ww) 唯一 
确定 .利用 熟知 的 反 演 公式 @ 就 能 计算 站 ); 


f=lim +. | se es FP(w) du. (18.9) 


co QI 
如 f(t) 有 界 , 此 公式 对 每 个 正 s 都 成 立 ， 如 了 CQ) 的 值 是 
希 尔 伯 特 空间 中 的 矢量 , 这 个 结果 仍然 成 立 , 其 证 明 与 实 或 复 
值 通 数 jb 的 经 典 情况 相同 .因此 可 利用 反 演 公式 对 了 (办 
QD ”此 极限 是 希 尔 伯 特 空间 拓扑 中 的 强 极限 ， 
e O09.。 


刀 解 (18.8): 
1 sett 
TH)%=1im -一 一 一 ei RO rau. (18.10) 
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希 尔 和 吉田 给 出 了 了 全 (be 的 另 一 表示 式 、 如 工人 蕊 么 正 ， 
因而 4 自 轿 , 则 吉田 的 公式 简化 为 斯 通 的 公式 (18.6). 

GO. 因果 性 和 时 间 平 移 

考虑 一 量子 力学 系统 , 例如 一 个 原子 或 分 子 或 量子 场 , 它 
在 某 一 段 时 间 了 内 与 世界 的 其 余部 分 隔绝 .假定 系统 在 
0 一 8 到 0+s 的 一 段 短 时 间 内 的 状态 由 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 
元 素 Bo 给 出 。 因果 律 要 求 ， 系 统 在 任何 较 晚 时 刻 如 更 确切 
地 说 在 1 一 s 到 t+e 时 间 内 的 状态 按照 一 定 规律 唯一 地 由 %。 
决定 。 看 来 假定 此 规律 用 一 线性 变换 忌 ( 妃 来 玫 达 是 合理 的 : 

D(H) =U(t)D,. 

最 后 , 我 们 可 以 假定 变换 5 人 芒 是 么 正 的 ， 在 现 有 的 所 有 
理论 中 , 此 假设 总 是 可 以 满足 的 . 

这 个 假设 的 一 个 直接 结论 是 : 

U(s+t) =U(s)U(), 
17(0) = 了 工 . 

假定 态 失 量 $B 在 一 段 很 小 的 时 间 内 变化 不 很 大 ， 即 
U(t)@o 是 二 的 连续 隙 数 , 看 来 也 是 合理 的 . 因此， 我 们 假定 
勾 正 变换 IC) 构成 非 负 时 间 平 移 灶 群 的 一 个 连续 表示 . 

我 们 可 以 将 斯 通 , 希 尔 和 吉田 的 定理 应 用 于 此 表示 , 并 得 
出 结论 ， 存 在 一 自 绒 线性 算 符 ， 以 前 用 4 表示 , 现在 我 们 用 
及 表示 ,使 下 式 成 立 : 

U(t)=exp( 一 计 -181) (18.11) 

算 符 一 饭 "! 且 定义 为 s=0 时 UU(s) 的 导数 .现在 我 们 如 
将 方程 
。90。 


U(s+t) Bo =U(s)U (tSG,, 
对 s 取 微 商 , 并 令 s 一 0, 则 得 : 
了 BH) = -1HGC). (18.19) 


更 准确 些 说 , 车 Z@ 是 使 互 Go 有 意义 的 任 一 态 矢量 , 则 互 也 
可 以 作用 于 (办 ， 且 微分 方程 (18.12) 成 立 ， 方 程 的 形式 恰 
和 苹 定 油 方程 相同 , 因此 我 们 可 以 称 五 为 哈密 顿 算 符 或 能 量 
算 符 , 并 有 下 述 定理 : 

如 因果 律 成 立 , 则 根据 前 述 假设 , 在 在 一 自 红 哈密 顿 算 符 
瑟 , 使 得 (18.11) 和 (18.12) 成 立 . 

东 尔 和 吉田 定理 不 仅 具 有 理论 意义 ， 而 且 也 给 我 们 提供 
了 一 种 利用 拉 普 拉 斯 变换 实际 解 芯 定 兽 方程 (18.12) 的 方法 . 
为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 把 希 尔 和 吉田 的 方程 (18.7) 和 (18.8) 
改写 为 ; 

RB [eG (18.13) 


和 
R(w) Bo = (I +h-1H)-16,. (18.14) 


第 一 式 表 示 BR(w) Bo 正 是 函数 BD 的 拉 普 拉 斯 变换 .第 
二 式 表 示 此 拉 普 拉 斯 变换 可 由 下 式 算出 . 
(uI+ihH) RW B= B. (18.15) 
公式 (18.14) 和 (18.15) 药 涵 着 不 管 5 在 希 尔 伯 特 空间 
中 如 何 选 取 , BR(w)o 总 属于 算 符 五 的 定义 域 ,但 苹 定 刘 方 程 
(18.12) 则 仅 在 @o 属于 互 的 定义 域 时 才 有 意义 . 因此 总 可 
以 利用 其 拉 普 拉 斯 变换 BC(w) Bo 来 计算 FBC)， 而 不 管 0 如 
何 . 为 了 计算 (可 再 次 利用 反 演 公式 ; 
EU) lm 1 | ermB(lu Bodu, (18.16) 


Mo 2or7 
英 格 尔 夫 逊 慌 . Ing6lfsson; 和 另 一 些 人 给 出 了 反 演 公式 
s DT sw 


在 量子 场 论 中 的 有 趣 应 用 @. 

D. 李 群 的 地 代数 @ 

以 下 我 们 将 只 考虑 有 限 维 矢量 空间 中 的 线性 变换 . 首 
先 , 让 我 们 回忆 以 下 几 点 : 对 每 个 这 类 线性 变换 4, 级 数 


cd 一 1 十 (L4) 十 二 (4)2 十 … 


收敛 , 变换 e's 构成 一 维 李 群 ， 从 而 每 个 一 维 李 群 可 由 一 无 穷 
小 变换 4 得 出 . 
更 一 般 地 说 , 如 果 一 个 % 维 李 群 乡 由 线性 变换 了 组 成 ， 
” 则 在 工 的 邻 域 中 参数 s1,…, sn 可 这 样 选择 ， 使 得 变换 T(s) 
是 s，…，s 的 究 级 数 ; 
T(s) =I+siDi++8, T+ 。 (18.17) 
将 (18.17) 对 s1,…， sn 微分 , 并 令 s=0, 则 得 m% 个 无 穷 小 
变换 7z，…，7n， 于 是 在 工 的 一 个 邻 域 Z 中 的 所 有 群 元 素 可 
写成 如 下 形式 : 
了 一 exp( 丰 Ti)exp(ta7s)…exp( 加 7)， (18.18) 
加，…， 加 是 一 组 新 的 参数 . 
沿 任意 矢量 的 方向 , 微分 (18.17) 所 得 到 的 线性 变换 
TT (18.19) 
称 为 群 乡 的 无 穷 小 变换 .了 的 邻 域 中 的 每 个 群 元 素 都 可 写 
上 成; 
T=exp(ulit +u,Ts) =exp (J), 
因而 属于 乡 的 一 个 无 穷 小 变换 J 所 生成 的 一 维 子 群 ，4 称 
© RK. Ing6lfsson: Zur Formulierung der mathematischen Thooris der 
natiirlichen Linienbreite. Helvetica Physica Acta 40, p. 237(1967). 


@ ”本 小 节 所 引用 的 各 定理 的 证 明 ， 一律 请 参考 联 . Freuaenthal 和 HH. de 
Vries 的 书 : «Linear Lie Groups», London: Academic Press, 1969. 
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为 正则 参数 . 
(18.19) 定 义 的 各 欧 穷 小 变换 构成 一 个 代数 ， 属 于 群 乡 
的 李 代数 .在 此 代数 中 定义 有 三 种 运算 


1. 加 法 . 

2. 与 实数 的 乘法 . 

3. 运算 [4, B]=4B-BA. 

将 Cs4 et 了 Cs4 eiB 


展开 成 究 级 数 并 只 保留 带 st 的 项 , 便 得 到 对 易 子 [4, B]. 出 
地 得 出 : 括号 [4, B] 总 属于 李 代 数 . 特别 是 有 
[Ts, Ti) 一 之 cg 

履 称 为 李 代数 的 结构 常数 它们 决定 了 工 的 邻 域 口 中 群 的 结 
构 ， 具有 同样 的 结构 常数 的 两 个 李 群 是 局 部 同 构 的 ， 但 就 整 
体 而 言 未 必 同 构 . 

【 例 】 三 维 旋转 群 Os 的 无 穷 小 变换 44，4s, 4s 正 是 绕 
z, Yy 和 2 轴 的 无 穷 小 旋转 ， 它 们 的 和 矩阵 为 


0 0 0 0 0 工 
2 一 9 —1 » T2= 0 0 0 > 
1 1 0 0 


对 易 关 系 为 


了 ee Fe (18.20) 
Tsl1— Tils=12. 
以 后 我 们 将 看 到 , COs 群 与 行列 式 为 的 2 维 么 正 变换 群 


SU (2) 局 部 同 构 . 


Lil2—12l1= 1s, 
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EE、 李 群 的 表示 
”和 第 二 章 一 样 , 我 们 将 用 字母 a, 5, … 代 表 群 乡 的 元 素 ， 
而 以 相应 的 大 写字 母 4,，B, … 代 天 其 矩阵 。 我 们 只 考虑 连 
续 表示 ， 即 假定 表示 甜 阵 B 为 定义 在 单位 元 e 的 一 个 邻 域 品 
中 的 群 元 素 2 的 连续 函数 . 在 此 邻 域 U 中, 元 素 5 可 表示 为 
乘积 (18.18). 
0(t) =exp(tT1) :exp (tI;). (18.21) 
任 一 连续 表示 8 一 B 给 出 一 个 由 元 素 
b1(t1) =exp(tT) (18.22) 
所 构成 的 一 维 子 群 的 连续 表示 . 
我 们 已 经 知道 ， 任 何 这 种 表示 都 由 一 无 穷 小 变换 41 生 
成 , 而 且 元 素 (18.22) 用 下 列 矩 阵 表示 : 
Bi(t1) =exp(tiA1). 
对 于 bz(t2) = 二 exp(toT2) 此 结论 也 成 立 ， 以 此 类 推 ， 因 此 乘积 
〈18.21) 用 下 式 表示 : 
B(t) =exp(t1A1).…exp(t,d,). (18.23) 
这 志明 和 矩阵 (为 妇 , …, t, 的 解析 函数 ， 且 此 表示 完全 被 
其 无 穷 小 变换 41,，…，4 所 决定 . 
群 元 素 
exp(sT1)exp (tl2)exp(—sT1)exp(—tI,) 
exp(sA1)exp't-12)exp(—s41)exp( —t4,) 
表示 . 展开 成 短 汲 数 并 比较 st 项 的 系数 ， 妈 看 出 [Is，T2] 对 
应 [41，4:]， 和 任 一 对 饭 于 LL 了 也 有 类 似 关 系 . 因此 我 们 性 
出 并 满足 的 等 式 
上 7， 了 7 本 一 之 cg 
必 对 4 也 成 立 : 
。 0 。 


[4,, A = ES 0% 4Ar. (18.24) 
因此 , 求 乡 的 所 有 连续 表示 的 问题 ,可 简化 为 一 简单 得 
多 的 代数 问题 : 求 一 组 满足 等 式 (18.24) 的 矩阵 4,，…, 4，. 
此 代数 问题 的 任 一 解 都 导致 乡 的 一 个 局 部 表示 ， 即 乡 
中 。 的 邻 域内 的 一 个 表示 ， 在 此 邻 域 中 ， 乘 积 bc 用 乘积 BC 
表示 .如 将 表示 推广 到 整个 群 , 则 可 能 得 到 一 多 值 表示 . 


8 19 么 正 群 SU(2) 和 旋转 群 Ca 
我 们 引入 下 列 符号 : 
SL(2) (SL= 特殊 线性 ) 指 所 有 行列 式 为 1 的 二 复 变 数 的 
SU (2) (SU = 特殊 么 正 ) 指 所 有 行列 式 为 1 的 二 复 变 数 
的 么 正 变换 的 群 . 
Os(O 一 正 交 ) 指 三 维和 撩 量 空间 中 的 旋转 群 . 
考虑 两 个 未 定 元 ww, ww 的 具有 复 系 数 c1, cs 的 线性 型 
ca 十 caua 所 构成 的 复 矢 量 空间 . 特殊 线性 变换 群 SL(2) 的 
变换 将 此 矢量 空间 的 基 矢 1, ws 变 成 
了 一 CQ 十 ta， 
Ww =u B+ud. 
矢量 cww catla 的 系数 0c1, cs 相应 变换 为 
ci 一 del 十 Geo， 
C2 一 yc 二 Seo 
这 些 变换 的 矩阵 为 ， 
4-| | 2a6 一 7y 一 | 
‘7 6 
通过 直接 验证 可 知 , 4 的 逆 矩 阵 为 ; 
。95 。 


| | 
i 


么 正 变换 4 是 保持 恒 正 厄 米 型 不 变 的 变换 ,它们 构成 特 


殊 么 正 群 SU (2) . 
我 们 总 可 以 假定 此 厄 米 理 为 单位 型 ， 
| CiC1 十 620C3. 
在 此 情况 下 ,4 是 勾 正 的 条 件 [ 见 (9.8)] 为 
4 一 4+， 
。 5 一 B oa 7 
。 
此 式 包 含 o*=6, B= 一 y， 所 以 SU(2) 由 所 有 满足 ao 十 
BB" = 的 矩阵 
a BB 
pe ee 
构成 . 


由 (19. 力 可 看 出 ,在 么 正 变换 下 ， 对 (ci, cs) 的 变换 方式 
与 对 (一 c2, 07) 的 变换 方式 相同 . 我 们 立即 要 用 到 这 个 结果 . 

线性 型 cwi 十 czws 的 和 量 空间 能 杠 入 和 ww 的 所 有 复 
系数 的 多 项 式 构成 的 多 项 式 整 环 C[w, ws]、 于 是 , 群 8L(2) 
和 SU(2) 的 表示 可 按 下 述 方式 得 到 : 考虑 所 有 次 型. 

cot 在 十 C1 Tua 十 十 cx 
的 矢量 空间 ， 此 矢量 空间 的 基 矢 为 & 士 1 个 宕 乘积 
w=” (r=0, 工 8) . (19.2) 
变换 4 将 这 样 一 个 窒 乘 积 变 成 
UU = (Vigt Uy)" (B+ vd)™, 

这 是 罕 乘 积 (19.2) 的 一 个 线性 组 合 。 这 样 得 到 的 SL(2) 和 
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SU (2) 的 表示 用 or 标记 ,J 由 下 式 确定 ; 
1 
7 了 =- 却 上 . 


其 中 po 是 一 维 恒 等 表示 4->1, 而 py 为 4 用 4 自身 的 表 
示 @.、 表示 pv 的 维 数 为 
”+1=27+1. | 

在 $ 20 中 ,我 们 将 证 明 吉 示 py 是 不 可 约 的 。 

在 二 次 型 

cou? + c10102 -+ Co0t2 (19.3) 
的 空间 中 的 表示 py 使 二 次 型 的 判别 式 

.02 cocs 

保持 不 变 . 

利用 下 列 代 换 引入 新 变量 代替 co, 6¢1, cz: 
光一 一 00 十 cz 4 十 如一 20?， 
Y= 一 4co 十 co) | (19.4) 
2 一 C1 2 一 Cl 

我 科 求 得 ， 

wy 422 = (2 十 2) (vw—iy) + = 0 — dcocs. 

因此 表示 pi 中 出 现 的 变换 使 型 人 2 十 六 十 忆 保 持 不 变 ， 它们 是 
正 交换 变 。 因为 其 行列 式 为 +1+l， 所 以 它们 是 三 维 空间 的 旋 
转 


这 些 旋转 是 实 的 吗 ? 任意 二 次 型 之 系数 co, cu c 的 变换 
方式 和 特殊 型 (a 十 azw2) (014 十 bz42) 的 系数 qa101,， a1b2 十 
4201，azbs 的 变换 方式 完全 相同 . 在 么 正 变换 (19.1) 下 , b1, ps 
的 变换 方式 和 一 oa 完全 相同 ， 因 此 6 的 变换 方式 类 似 
于 

@@ ”往往 称 为 自然 表示 一 一 译 者 注 。 
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~— 102, A101 — a202, daa1. 
因此 , (19. 少 所 定义 的 xz, y, z 的 变换 方式 类 似 于 
Q102+ Qa2a1, ta102— 201), a101 —Q203., 
由 于 这 三 个 数 都 是 实 的 , 且 总 变换 成 实数 , 所 以 变换 系数 
也 必须 是 实 的 ， 即 
在 SU(2) 群 的 表示 p+ 下， 矢量 (%, y, 2 总 是 经 受 实 旋 
转 . 
容易 看 出 , 三 维 空间 的 每 个 实 旋转 实际 上 都 在 表示 pi 中 
出 现 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 计算 一 下 相应 于 下 列 特殊 么 正 变换 
的 旋转 就 足够 了 ; 
cosB 一 SinC 
B(B) -4 Wi 
ey 0 
om-( ey ) 
我 们 得 到 
人 28 十 zsin 26, 
B(B): 4 一 2 
| 2 = —wsin28+zcos28, 


(19.5) 
一 0 和 00327 一 Sin 27， 


O(7): 
(2% 

因此 , 8(86) 和 0 (7) 是 绕 y 轴 和 zz 轴 的 旋转 角 为 28 和 27 
的 旋转 ， 现在 , 每 一 旋转 都 可 以 作为 这 种 特殊 旋转 的 乘积 而 
得 到 .实际 上 , 欧 拉 角 为 9, 2, 小 的 旋转 情 正 是 绕 #4 轴 , y 轴 
和 z 轴 分 别 旋转 og 角 , 9 角 和 几 角 的 旋转 Go 了。 和 ZZ 的 
乘积 。 因 此， 要 得 到 家 示 pi 中 的 旋转 RB， 我 们 只 需 构 成 
矩阵 


aa 03 。 


一 入 Sin 27y 十 0 cos2Yy, 


1 1, 人 
+3K7~w) 。 1 士 方 多 0 十 炒 ) 
0 2 Sin 二 OO e >” 


— {pty) 1 一 go- 1 
2 这 -ee 0 
-{ c08 霹 0 e sin 本 "| 


cos 计 9 


a BV 
-( | 站 (19.6) 
为 了 研究 表示 m 是 否 “ 真 实 表示 ”， 根 据 §10 的 同 态 定 
理 ,只 须 求 出 SU (2) 中 的 哪些 变换 产生 表示 pr 中 的 恒 等 变 换 
这 些 变换 必须 保持 乘积 好 , uws 和 从 不 变 ， 显 然 只 有 两 
个 变换 满足 要 求 ; 
r-(。 1 ) 和 -I-( 1 
0 工 0 一 工矿 
于 是 由 间 态 定理 得 到 ，SU(2) 中 的 矩阵 侦 (4, 一 4) 和 
0 中 的 旋转 尽 之 间 存在 一 一 对 应 关系 : 
有 之 4， 一 -4)， 
且 此 对 应 为 一 同 构 ， 若 限于 单位 元 的 邻 域 , 则 之 4 是 一 一 
对 应 关系 .这 些 事实 可 表述 为 ，SU( 人) 是 Ce 的 一 个 双 值 表 
示 , 且 0 与 SU(2) 局 部 同 构 . 
表示 py 被 定义 为 SU (2) 的 表示 ， 而 SU (2) 是 Cs 的 双 什 
表示 ， 因 此 ps 可 看 作为 0 的 至 多 是 双 值 的 表示 。 更 精确 些 
说 , 每 个 旋转 玉 对 应 SU (2) 中 的 一 对 (4， 一 .4)， 而 这 一 对 又 
在 SU (2) 的 表示 py 中 对 应 一 对 : 
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《pv4， pr(—A)). 
如 v 是 整数 ,8= 2v7 是 偶数 , 则 二 矩阵 pr4 和 ps( 一 4) 一 致 
但 如 z 是 奇数 ,二 者 就 不 一 致 ， 因 此 , 如 27 为 偶数 , 则 ps 为 
0 的 单 值 表示 ; 如 2J 为 奇数 , 则 为 Ce 的 双 值 表示 . 
现在 , 我 们 来 证 明 . 
SU (2) 的 表示 oz 具有 一 不 变 的 厄 米 型 , 即 


Sr (F—r) 1ccr， (19.7) 


【证 】 系数 6 的 变换 方式 恰似 特殊 型 (ax 十 am)" 的 展 
开 系 数 ， 如 恰似 


同样 , cr 的 变换 方式 恰似 : 


天 
| jc 
位 


因为 ciai 十 azas 保持 不 变 , 下 式 
(atort oes)" hi! 训 ( 。 je wray-" (gt) ra 
r=0\7 
一 了 7 (一 让 10rCr 
也 保持 不 变 , 所 以 (19.7) 也 保持 不 变 . 
因此 SU (2) 的 表示 or 是 么 正 的 、 矢 量 
Wms 
MT!(h—7)! 本 G2 
对 型 (19.7) 耐 言 , 构成 一 正 交 归 一 系 。 : 
我 们 在 前 面 已 经 看 到 , 绕 z 轴 旋 转 Y 角 的 旋转 且 =2Z,) 对 
应 于 和 抢 阵 ， | 
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3 
1 ez 0 
Of 二、 一 
‘ti, 
变换 0( 寺 7 ) 将 基 矢 wu 乘 以 e377 而 将 好 乘 以 e+ 培 ， 在 表 
示 pv 中 ,此 变换 用 一 对 角 和 矩阵 表示 ; 基 矢 
UI 
要 被 乘 以 C—Y -r+ 一 ETH 
因为 7 从 0 到 %=2J, 所 以 这 些 对 角 元 是 


ey, e+ ery 


根据 (19.5), 绕 y 轴 转 x 角 的 旋转 了 Ys 对 应 于 甜 阵 ; 
0 -1 
a($)-(1 
它 将 刀 变换 为 ww, 而 将 如 变换 为 一刀 ， 在 表示 ps 中 ,我们 
得 到 一 个 变换 , 它 将 


Ur "os 


变换 成 《一 Ai。 
$ 20 旋转 群 Os 的 表示 


如 前 所 见 ， 三 维 旋转 群 的 无 穷 小 变换 满足 方程 (18.18). 
在 任何 表示 中 ， 对 应 于 I1,， ITs, Ts 的 无 穷 小 变换 44，4>，4s 
必须 满足 同样 的 方程 

f A14,— A»di = 4;, 
| dshs—dsds=h, (20.1) 
3A1— A143= As. 

同样 的 关系 对 多 值 表 示 也 成 立 . 

和 $8 类 似 ,我 们 引入 下 列 算 符 . 
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Lomidi, Dy=—ids, Le=iAs, 
并 令 人 
一 = 了 
则 关系 式 (20.1) 可 写成 
(LoLs— LoLe= Ls, 
LLa— LaL,= — Lo, (20.2) 
| LLa— LaL,=—2L,. 
假定 在 一 (有 限 维 ) 矢 量 空间 中 给 定 旋转 群 的 一 个 任 
意 表 示 . 它 诱导 出 由 绕 z 轴 的 旋转 (0, 0, y) 构 成 的 一 个 阿 中 
尔 子 群 的 表示 . 此 表示 可 按 8$ 12 例 2 分解 ， 得 出 一 组 基 矢 
vx, 它们 在 旋转 ,= (0, 0, y) 作 用 下 被 乘 以 e- YY 如 表示 
是 单 值 的 ，M 必须 是 整数 ， 但 如 表示 仅 在 单位 元 的 邻 域内 为 
单 值 , 则 不 要 求 MM 为 整数 .我们 有 


iT 一 也 _ 3 一 也 96. iMy ) 
Lvu = oT Vy i Zu) i( e Vu Es 


27 
一 Lox， 

因此 wx 为 算 符 也 。 的 本 征 值 为 W 的 本 征 矢 . 

引 理 ”如 矢量 对 应 于 Ze 的 本 征 值 MK， 则 Zoo 对 应 于 
工 : 的 本 征 值 (以 十 1),， 而 Lav 对 应 于 本 征 值 (M 一 1). 

【证 】 由 Zoo 一 Mo 得 出 . 

LLv= (Zoo 十 Zoo)0 一 0 十 0 
= (M+1) L,Y, 

相应 地 有 L:Lev = (M—1)Lav. 
因而 引 理 得 证 . 

现在 我 们 在 空间 XY 中 找 一 个 对 应 于 所 出 现 的 二 : 的 最 大 
本 征 值 y 的 矢量 vj( 或 者 , 车 出 现 虚 本 征 值 ， 则 wj 对 应 于 一 
个 具有 最 大 实 部 的 本 征 值 )。 这 样 Zowz 相应 于 本 征 值 7 十 i. 
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但 因 7 有 最 大 的 实 部 , 故 Powv 必 为 去. 进一步 有 : 
vj-1 一 Lav; 相应 于 本 征 值 7 一 1， 
vy-2 一 Lavj-1 相应 于 本 征 值 /一 2， 
等 等 ， 此 序列 继续 下 去 直至 直到 零 和 失 量 为 止 。 零 矢量 壕 旱 必 
会 出 现 , 因为 在 空间 次 中 只 能 出 现 有 限 多 个 本 征 和 拓 ， 容 易 证 
明 , 对 于 到 = J 一 1, J 一 2, … 有 . 
Toox 一 Cuxvx+1; Cx 一 整数 . (20.3) 
实际 上 ,此 式 对 于 最 大 值 双 =v 是 正确 的 , 此 时 0 一 0， 因 为 
Lvj 一 0。 现在 我 们 指出 , 如 (20.3) 对 于 到 = 是 正确 的 ， 则 ， 
对 于 必 一 一 1 也 正确 ， 事 实 上 . 
Lov1 = Lo Lav, = (LaLyt2L,)v, = Lec t+ 200, 
一 (cs 十 20)oo， 
这 就 证 明了 (20.3). 关于 o 有 递 推 公式 ; 
cei 一 cx 十 2 cr 一 0， 
其 解 为 
cx=J (T+1)— MM+1). (20.4) 
我 们 迟早 必然 会 遇 到 vx 一 0, 而 前 一 个 vx+i 不 为 零 ， 这 样 cy 
必 为 零 . 但 这 时 到 = 一 (J 十 1), 因为 方程 . 
J(J+1)—2rwt+1)=0 | 
只 有 两 个 根 ，z 一 了 和 2 一 一 (J 十 1), 而 履 ==J 不 能 考虑 , 因 
v1 天 0. 因此 在 矢量 序列 wj， wj-1，%7-2,，… 中 , 第 一 个 零 矢 量 
是 vwrvw， 序列 ,v1,…，9-Jy 的 项 数 为 2J+i， 因 此 
2 十 1 是 整数 ,而 了 是 整数 或 半 整 数 ，J 的 可 能 值 为 : 


J -0 人 


,可 ,了 工 可 ， 

为 了 使 公式 更 对 称 , 可 使 vx 带 有 数字 因子 ,并 定义 为 ， 
Lavxy = VMI(T HI) — MM—1) .vui. 

于 是 
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了 pox 一 VI(I+ID) -MM+D: “Vu+1 
=V(—M) TM+L wr 
Lavy = VI(T+I) -MM-I vy- (20.5) 
| ~VUTFM THT wus 
Lvu = Moxu. 

矢量 空间 多 的 子 空间 (wy, v7_1,…， 2- J) 被 算 符 Lg, La， 
ZL 变换 到 自身 之 内 , 因此 也 被 无 穷 小 旋转 4:，4,，4, 变换 到 
自身 之 内 .这 就 意味 着 此 子 空间 被 旋转 群 表示 的 所 有 变换 了 
变换 到 自身 之 内 , 即 : 

矢量 2， Vy- …, Vy 决定 一 不 变 子 空间 Yorn. 

此 子 空间 的 变换 构成 旋转 群 的 一 个 表示 ， 它 由 式 (20.5) 
完全 确定 .在 空间 w+1 中 ， 算 符 工 具有 简单 的 本 征 值 
以 =J, J 一 1,…， 一 J 还 有 值得 注意 的 是 ， 空 间 六 rr 中 
所 有 矢量 都 是 下 述 算 符 的 本 征 矢 : 


?= [B+12+12= 地 (DL, Lat+ LaLs) +12. 


实际 上 , 由 (20.5), 通过 简单 的 计算 可 得 : 
Lx = (J +1) vr. (20.6) 
空间 区 zs 是 不 可 约 的 ， 因为 如 Y "是 Yarsi 的 一 个 不 
变 子 空间 , 而 * 是 空间 中 工 的 一 个 本 征 矢 , 则 w 必须 和 
2 …， 7 中 的 一 个 重合 到 只 差 一 因子 . 实际 上 ， 在 Yaraa 
中 没有 上: 的 其 他 的 本 征 矢 .根据 (20.5), 变换 Lu 和 Z 能 由 
一 个 v=vx 产生 所 有 其 他 的 vx(M= 了 J, J 一 1,…, 一 J). 因 
此 所 有 这 些 vx 属于 YY',， 从 而 Y' 是 整个 空间 Yazrrt， 而 这 正 
是 要 证 明 的 . 
式 (20.5) 所 确定 的 27 十 1 维 表示 与 前 一 节 记 构成 的 表 
示 px 等 价 ， 实 际 上 , 如 果 我 们 将 旋转 Z; 作用 于 pz 的 表示 空 
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和 锌 的 基 矢 , 即 作 用 于 矢量 ; 
2 一 一 0 二 227)， 
则 如 前 所 见 , 这 相当 于 矢量 被 乘 以 
et 一 人 
要 此 ,无穷小 变换 4s 使 这 些 相 同 的 矢量 被 乘 以 47 一 了 了): 
Aswr = (7 — wr. 
Lar —iA = (TT —7) Ww. 
这 表示 wr 是 Zu 的 本 征 矢 , 本 征 值 为 : 
J—7=J, J—1,*…, —J. 

现在 ， 如 果 和 前 面 一 样 ， 从 属于 最 高 本 征 值 了 的 矢量 
9 一 Wo 开始 ， 构 造 矢 景 vx 的 序列 ， 我 们 就 会 看 到 矢量 ww 
2r-b …， 9 所 生成 的 空间 Ysyti 恰好 和 矢量 wo, to …， 
?az 所 生成 的 pv 的 表示 空间 相同 ， 这 就 证 明了 表示 的 等 价 . 

空间 Yi 的 基 矢 vy 必须 与 确定 表示 pi 的 乘积 wi**. 
~” 相同 到 只 差 乘 上 数字 因子 . 如 果 计 算 这 些 因子 , 则 求 得 : 

Wt 
“VOTIDITT I 

根据 $ 19, 这 些 wx 构成 一 正 交 归 一 系 . 

同样 可 证 明 , 如 J 为 整数 则 (20.5) 所 确定 的 表示 pi; 和 
球 谐 函 数 了 4"” 所 确定 的 表示 相同 ， 实际 上 ， 恰 好 有 外 十 1 个 
球 谐 函 数 了 PCm 一 4, 1 一 1,…'， 一 站 ,而 且 在 1 阶 球 谐 函数 的 
空间 中 , 算 符 Za 的 最 大 本 征 值 为 mw 一 4 因此; 

球 谐 函数 了 8” 按照 不 可 约 表 示 pi 变换 、 现 在 可 以 看 出 : 
当 v 为 整数 时 ， 表 示 py 是 单 值 的 . 但 如 果 J 为 整数 加 1/2， 
则 表示 pz 是 非 单 值 的 ， 因 为 ， 如 将 旋转 (0, 0, 7) 作 用 于 矢量 
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(20.7) 


gw， 此 矢量 应 被 乘 上 exp(-i77)， 车 一 2m, 了 一 n 二 于 ， 此 
因子 为 一 1， 因 此 , 恒 等 旋 转 1 在 po 寺中 用 矩阵 1 和 一 上 表 
在 J 一 计 的 特殊 情况 下 ,我 们 有 两 个 基 失 ， 


21 一 11， 9 1= Vy, 
3 2 


而 群 Os 用 么 正 群 SU(2) 表示 . 在 此 特殊 情况 下 ， 由 公式 


(20. 臣 得 出 : 
-Dr 人。 
并 (1 间 
1 0 
到 -去 
因此 .64.- 雪 (1 6) 
id- 雪 ( 0 
L,=iA -总 。 1 ): 
下 列 矩 阵 “(9 | -| “(5 | 


称 为 泡 利 矩阵 ; 它们 是 泡 利 在 自 旋 电子 的 理论 中 引入 的 . 
现在 很 容易 证 明 主 定理 ; 
0 的 每 个 不 可 约 表示 p 与 某 个 pr 表示 等 价 . 
【证 】 在 表示 的 矢量 空间 Y 中 , 总 能 用 前 述 方法 构造 一 
,106 。 


不 变 子 空间 Xisr+z， 如 .六 是 不 可 约 的 ， 则 子 空间 和 整个 空间 
六 重合 . 

者 尔 ( 也 ,We7]) 已 证 明 : SU (2) 或 的 每 个 表示 都 是 么 
正 的 ， 因 而 是 完全 可 约 的 @， 本 节 中 所 阐述 的 内 容 提供 了 一 
个 很 简单 的 方法 来 求 得 包含 在 一 给 定 表 示 p 中 的 不 可 约 表示 
ps， 方法 如 下 : 将 算 符 五 的 本 征 值 及 其 重 数列 成 一 表 ， 这 些 


本 征 信 为 整数 或 整数 加 于 .如 为 所 出 现 的 最 大 本 征 值 ， 


则 在 p 中 有 着 一 表示 pr， 在 此 ov 的 空间 中 ， 每 个 本 征 值 J， 
了 一 1,…， 一 J 出 现 一 次 ， 然 后 从 其 余 的 本 征 值 中 找 出 最 大 
的 ,并 分 离 出 一 个 表示 pm 依 此 类 推 , 直到 所 有 的 本 征 值 都 
用 完 为 止 . 


$21 例子 和 应 用 


AA. 乘积 表示 ps Xpy 

令 表 示 py 的 空间 为 (DV;, …, DU-_;), pr 的 空间 为 (Vy,…， 
Vy)， 则 表示 pyX py 的 空间 以 所 有 的 乘积 加 wy7w 为 基 矢 ， 
在 绕 * 轴 的 旋转 (0,，0,， 7) 作用 下 ， 乘 积 7 被 乘 上 因子 
ein 因而 对 应 于 算 符 环 : 的 本 征 值 用 = 一 m 二 mw， 用 的 可 
能 值 为 ; 


(m=?) MejtI ,iti 1,jtI 2 1 了 一 了 

(m=j—1)M= j++7 l,j+t7—2, ,IF 1, 

(m=j—2)M= ps dt 5 了 一 儿 一 2 
(m=~—)) MM= 一 jj 一 7 一 了 


@@ 上 韦 尔 的 三 篇 出 色 的 论文 :“Theorie der Darstellung kontinuierlicher 
kalb-einfacher Gruppen durch lineare Transformationen in Math. Zeitschrift 
23(1925)and 24(1926)”, 已 收集 于 “Selecta Hermann Wey}’, Bagsel: Birkhiuser 
1956, 
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我 们 可 以 假定 ) 宇 了， 于 是 可 以 看 出 ， 最 大 值 履 =j 十 六 
出 现 一 次 , 次 最 大 值 履 =j 十 7 一 1 出现 两 次 ， 以 此 类 推 , 每 个 
值 增 加 工 次 ， 直 到 用 =j 一 了 , 故 它 出 现 (27 十 1) 次 。 从 = 
7 一 7 到 用 = 一 j++7 的 所 有 各 值 出 现 次 数 相同 . 

8$ 20 的 规则 蕴含 着 ， 对 应 于 最 大 本 征 值 的 表示 py;y 在 表 
示 pj;X pr 中 包含 一 次 ; 其 表示 空间 将 本 征 值 用 =) 十 7 ……， 
一 (7 二 7) 各 用 一 次 。 除去 这 些 以 后 ， 剩 下 的 最 大 本 征 值 是 
到 =J+7 一 症 现在 它 只 出 现 一 次 , 因此 表示 pr+rxr-: 也 只 出 现 
一 次 。 这样 继续 下 去 , 最 后 得 到 表示 pi-”， 它 用 完了 记 余 的 本 
征 值 .因此 : | 

pi Xpr=pirr tpitr-it "t+ Py. (21.1) 
对 7 一 站 加 绝对 值 符号 使 公式 对 了 和 了 对称， 因而 公式 对 
7 > 了 7 也 成 立 . 例如 : 
pox pi™—= ps, 
PiX pi1= pe +pit po, 
PiX pr Pr Tp. 


也 ， 克 菜 勃 施 - 蕊 登 系数 
初 读 时 , 本 小 节 可 略 过 . 
为 了 显示 地 约 化 表示 wxpr， 我 们 必须 实际 地 表示 出 乘 
积 Von 的 空间 中 按 py 变换 的 矢量 下 zx， 其 中 了 是 7 十 7 
9 一 二 了 7 一 也 中 的 任何 一 个 数 . 可 以 按 (20.7) 令 : 
oN ,A A i 
” VGT+mJIO mL ”VOL 一 oo)1 
现在 对 于 7 = 了 +7 一 人 一 0 1，2, …，27') 构 造 表 示 式 : 
P= (WV — Ww) (Wit1 + Woo) VT1 + Wom2) +, 


(21.2) 
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并 要 求情 中 
WI ti ~ 
XL J TTT HT Ca 
的 系数 表示 所 要 求 的 量 人 Wh (有 =J, J 一 1,…, 一 了). 为 了 
证 明 这 种 要 求 是 合理 的 , 必须 证 明 系 数 WW 和 和 乘积 
WtMog 


Uv- J FT IT 


变换 方式 相同 . 

证 明 可 由 不 变量 理论 的 方法 给 出 ， 在 此 理论 中 , 共 变 和 
反 变 的 概念 起 着 根本 性 的 作用 .我 们 将 首先 盖 明 这 些 概 念 . 

考虑 多 项 式 整 环 . 

€ [41, ss D1, V2; V1, Wa], 

其 中 €& 是 复数 域 ， 在 此 整 环 中 ， 线 性 型 wici 十 wocs 构成 一 2- 
维和 拓 量 空间 、 和 矩阵 为 4 的 线性 变换 把 此 空间 中 的 和 拓 量 按 召 
下 方式 变换 ， 


Uk — DUidik. 
用 和 矩阵 符号 , 这 一 公式 可 写作 ; 
(Wi, 2) = (U1, Ua) * A. (21 .4) 
我 们 假定 变量 v1, v2 与 i, va 共 变 , 即 变换 方式 和 ww 一 
人 (wi, wh) = (wi, v2) A. (21.5) 
同样 可 以 把 (21.4) 和 (21.5) 合 并 成 一 个 单独 的 矩阵 公 
式 : 


区 和 位 人 
21 Vo 21 Ye 

这 蕴含 着 40 一 22 人 一 WO 一 Mog1， 
因为 总 是 假定 4 的 行列 式 是 1， 因 此 ;行列 式 


(W%, 9) 一 Wai0a 一 WaOl 
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在 特殊 线性 群 8L(2) 的 所 有 变换 下 是 一 个 不 变量 :. ”- 

我 们 现在 约定 变量 w 和 zo 这 样 变换 , 使 表示 式 : 

2 一 MO 十 W20s (21.6) 
是 不 变量 : 
to + Ws = WW1 + Wao. (21.7) 

如 在 $14 中 所 见 , vi 的 不 变性 意味 着 变量 v1, z2 的 变换 
矩阵 恰好 是 原来 年 阵 4 的 逆转 置 . 以 这 种 方式 变换 的 变量 
Wi, 化 2 称 为 反 变 变量 . 

很 容易 把 这 个 概念 推广 到 ”个 变量 . 若 和 avi 十 … 十 
tr 保持 不 变 ， 则 变量 UL 与 wi, “Un 反 变 . 仿照 爱 
因 斯 坦 在 广义 相对 论 中 的 记 法 ， 在 里 本 (RicaD) 分 析 " 中 以 下 | 
指标 和 上 指标 区 分 共 变 与 反 变 变量 ,而 和 urw* 是 不 变 

(21.2) 式 定义 的 乘积 了 是 不 变量 的 积 , 因而 是 不 变量 . 
车 我 们 把 这 个 乘积 写作 : 

P= SWiXY, 


其 中 二 由 (21.3) 所 定义 ， 则 五 变换 时 和 藉 反 变 。 另 一 方 
面 , 表示 式 
(aoi + dom2) Y= 恕 Na 2 
WT + Mog ~ 一 对 wl tM J 
一 完 (27)! VITMICO MD)! VT i 
—(27) 1B ULXY 
也 是 不 变量 , 因而 U& 也 与 他 反 变 ， 于 是 得 出 : W# 与 Qx 变 
换 方 式 相同 , 而 这 正 是 我 们 要 证 明 的 。 
了 的 计算 如 下 : 
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(ao 一 waot) > 一 | ; | (一 1 (QV)? (W201)", 
(WT1 + Uap2) 7* ~ 本 号 ) (Ww1) To (sm2)®, 


， 21) 一 入 oy 
(W181 Wer2) 一 > 一 | 2 | (W101) (vowa) ®., 


把 此 三 式 相 乘 得 到 ; 
P=A! (27— 和 ) ! (27 一 入 ) | 之 过 ChmUmV mE sm (21.8) 


TV GTM mT tm Tm) 
ED Tm mT 


VJ+M)!I(S ~— M)! 
TO 
当 分 母 中 的 数 (7 十 m 一 ») 等 之 一 为 负 时 ， 令 (21.9) 右 侧 的 分 
数 为 零 ; 此 外 01 ==1. 
(21.8) 中 卫 的 系数 是 ， 


“ 一 CQ7J > CmUmY m 六 (2 . 10) 
m+m=M 


由 于 对 每 一 固定 的 了， 并 可 以 乘 上 一 任意 的 公共 因子 ， 
故 ( 红 .10) 中 的 因子 aj 可 以 任意 选择 , 辟 如 说 ,可 以 选 得 使 到 到 
在 乘积 UnVw 生成 的 西 矢量 空间 中 构成 一 正 交 归 一 系 . 现 
在 令 好 mw = oucyw 我 们 看 到 ， 对 每 一 固定 的 用 , 使 和 十 mr 一 
MM 的 byw 构成 一 和 正和 矩阵 Bx, 其 中 了 是 列 沸 标 而 mr 和 m! 是 
行 指 标 ， 根据 (7.5), 逆 和 矩阵 B 恕 简单 地 就 是 Bu 的 转 置 复 共 
轧 怎 阵 ， 这 就 是 说 , 对 UnFw 方程 (21.2) 可 解 出 : 

UnV mw ~ DacnmW m+m. (21.11》 


由 i111 2 


(zTTC) 


-一 


g 国 _ g 
Cr 人 dtd/ nD/ : 
En. 
(TH 0) (Wt A+ Wg 二 (wut - UW+fA 人 + Wh- 工 
2 
5 5 一 一 一 十 | ttw-iN TtwtlN 工 十 ! 
Ot lr 信 I 
8 % 
T 一 一 必 0 T= I TT 人 了 
8 
T= 下 一 


ee 了 II3。 


(21.11) 的 展开 等 价 于 二 元 不 变量 理论 加 中 的 所 谓 克 莱 
勃 施 - 苹 登 系数 . 在 v =5+y7 的 特殊 情况 下 ， 方 程 (24.9) 可 
简化 为 : 


了 (FS + M) I —M)! 

(十 ID 1m +tm) mm) 1 
同样 , 在 J 了 =; 一 7 的 特殊 情况 下 , 它 变 作 . 

le y 1 一 1 
te DV rr rt 

最 简单 情况 下 的 cm 值 收集 在 附 表 中 . 

OC. (21.1) 式 的 应 用 

设 中 心 对 称 场 中 了 个 电子 的 系统 之 状态 由 函数 内 (qi 
92,，…, 497) 给 出 。 一 个 能 级 的 本 征 函 数 之 线性 空间 在 旋转 作 
用 下 线性 地 变换 成 其 自身 ， 因 此 该 空间 可 分 解 为 按照 表示 py 
变换 的 子 空间 ， 在 此 情况 下 , 通常 用 符号 工 代 夫 了 了， 由 于 表 
示 的 单 值 性 , 只 考虑 工 的 整数 值 . 

所 有 电子 绕 z 轴 的 无 穷 小 旋转 算 符 为 : 

-如 "如 如) 
1 Oy ar 

这 表示 戎 7。= 无 Ze 正 是 角 动 量 矢 量 亏 2 的 > 分 量 算 符 ， 对 于 
按照 pz 变换 的 本 征 函 数 的 不 可 约 集合 , 算 符 纪 > 具有 本 征 值 
LIL(IL+1), 而 工具 有 本 征 值 M=L, 工 一 1,…, 一 工 ( 见 § 20). 
因此 , 可 在 “矢量 图 ”中 设想 一 长 度 为 LL 的 角 动量 矢量 ， 其 2 
分 量 取 值 if(M 一 研 …， 一 厂 ， 和 单 电 子 问 题 (8 8) 的 情况 
完全 类 似 ， 对 于 工 =0, 1, 2, 3, … 等 情况 称 为 原子 的 S- 项 ， 
了 -项 , D-- 项 , -项 等 等 (类 似 于 电子 的 s- 项 ,p- 项 , 4_- 项 , f- 项 
等 等 ), 工 称 为 角 量子 数 . 


Q@® ”作者 所 知 的 最 好 的 教科 书 是 : J.H. Grace 和 A. Young 著 “The Algebra- 
of Invariants’” Cambridge, 1908. 
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如 果 力 的 势 被 连续 地 改变 (例如 , 假定 电子 的 相互 排斥 被 
逐渐 减弱 ), 则 量子 数 工 不 能 改变 ， 因 为 表示 的 连续 改变 意味 
着 .2? 的 本 征 值 连续 地 改变 .因此 可 以 这 样 确定 量子 数 工 的 
值 ， 先 忽略 电子 间 的 相互 作用 , 或 者 更 好 一 些 , 适当 选取 核 场 
屏蔽 代替 电子 的 相互 作用 ( 见 §$ 6), 然后 再 慢 慢 地 重新 引入 此 
相互 作用 . 

以 两 个 电子 的 情况 为 例 . 每 个 电子 的 状态 由 波 函 数 邮 ?” 
给 出 ， 根 据 8 6, 些 波 函 数 按 其 了 值 对 应 于 由 符号 ww, np 或 
nQ… 表示 的 基 个 谱 项 如果 电子 间 的 相互 作用 可 忽略 ， 则 整 
个 系统 的 本 征 函 数 是 乘积 2? (qi)w8?(qz), 它们 在 旋转 作用 
下 按 pi Xprv 变换 . 约 化 此 表示 ， 产 生 一 系列 按 pr(L=1+V， 
ZtV 一 1,，…，|l 一 V|) 变 换 的 子 空间 .现在 如 果 引 入 相互 作 
用 , 则 属于 不 同 工 值 的 原子 谱 项 可 以 分 开 . 但 是 各 谱 项 的 
(2L+1) 简 并 度 没 有 消除 ， 在 重新 引入 相互 作用 后 ， 表 示 pr 
仍然 不 变 . 

在 “矢量 图 ”中 ,我 们 必须 把 长 度 为 好 和 记 ' 的 两 个 矢量 
合成 为 一 具有 长 度 为 的 矢量 , 使 得 等 于 无 G 士 六 或 
所 的 较 小 的 整数 倍 : 根据 (21.1) 合 矢量 的 最 小 值 为 无 7 一 万 . 

例如 ,车 1 和 VW 上 丝 为 1( 两 个 p- 电 子 ) 且 无 相互 作用 的 电 
子 的 能 级 为 和 五 s。, 则 系统 能 量 为 及 十 斩 ， 由 于 相互 作 
用 ， 此 项 可 分 裂 为 卫 =0, 1, 2 的 三 项 , 即 S- 项 、 忆 -项 和 万 - 
项 . 在 所 有 其 他 情况 下 , 也 按 同 样 方式 处 理 . 

”如 果 从 两 个 以 上 电子 开始 , 我 们 只 须 重复 应 用 此 公式 . 例 
如 , 在 一 个 s 电子 , 一 个 wp 电子 和 一 个 4 电子 的 情况 下 , 计算 
可 如 下 进行 : 

poXp1xXp2= (po Xp1) Xps 一 pi X pa 一 Da 十 pz 十 Pi， 
乓 此 可 得 到 五 项 ,DD 项 和 P 项. 
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谱 项 的 完整 符号 由 单 电子 的 符号 和 整体 项 的 符号 构成 . 
例如 ， 考 虑 三 电子 系统 ， 并 假定 其 中 两 个 电子 处 于 1s 态 ， 第 
三 个 电子 处 于 22 态 ， 产生 的 谱 项 必 为 卫 项 因此 符号 为 
1s22pP. 

根据 定义 S 态 总 是 球 对 称 的 , 在 任何 旋转 下 ,由 函数 保持 
不 变 ， 附 加 上 一 个 s 电子 不 改变 工 的 可 能 值 ， 因 为 pr Xx po= 
Pt。 对 i, Na, K 等 由 一 个 外 电子 和 球 对 称 的 原子 实 构 成 的 
原子 , 在 $6 中 用 近似 的 讨论 所 推出 的 一 些 规 则 ,用 类 似 于 上 
述 的 考虑 可 给 出 严格 的 证 明 .， 原先 , 我 们 曾 用 核 场 的 简单 屏 
项 代 蔡 外 电子 和 愿 子 实 的 相互 作用 ， 并 求 出 外 电子 角 动 量 的 
可 能 值 为 1=0, 1, 2, …， 现在， 我 们 假定 在 没有 外 电子 时 ， 
原子 实 是 球 对 称 的 ， 则 对 于 整个 系统 (用 屏蔽 代替 相互 作用 
时 ), 我 们 求 得 L=1. 在 引入 微 扰 \ 相 互 作用 减 屏 项 ) 后 ， 不 出 
现 分 裂 , 但 每 个 谱 项 仍 是 (21 士 蕊 度 简 并 的 ， 且 本 征 函 数 仍 按 
Pi 变换 . 下 节 中 ,我 们 将 看 到 ， 选 择 定 则 三 >! 士 是 严格 成 立 
的 , 此 定 则 证 实 了 将 谱 项 划分 为 谱系 是 正确 的 . 

D. 反 演 特征 数 

简单 核 的 场 不 仅 在 空间 旋转 下 保持 不 变 ， 而 且 在 反射 下 
也 不 变 .所 有 的 反射 都 能 由 旋转 和 一 个 “对 原点 的 反射 "或 “ 反 
演 ” 


人 一 一 0 Y= Y=——%, 
构成 ， 反 演 与 一 切 旋转 可 对 易 . 这 个 反射 及 其 平方 ( 恒 等 变 
换 ) 构 成 一 2 阶 阿 贝尔 群 ， 由 于 可 对 易 性 , 此 阿 贝 尔 群 可 与 旋 
转 群 一 起 被 约 化 ， 即 ， 表 未 的 基 矢 (特别 是 任 一 能 级 的 诸 本 征 
函数 ) 总 可 以 这 样 选择 ; 使 它们 在 旋转 下 按照 pz 变换 , 同时 在 
反 演 s 下 乘 以 因子 w= 土 1, 此 因子 妈 称 为 反 演 特征 数 . 
特别 是 ， 单 电子 问题 中 的 ! 阶 球 谐 函数 的 特征 数 为 
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《一 蕊 - 

现在 , 车 将 中 心 对 称 场 中 角 量 子 数 为 4, lo,…, 六 的 了 个 
电子 合并 考虑 , 先 忽 略 相 互 作用 , 我 们 得 到 乘积 ; 

v= (91) ag92) ur(97)， 
其 反 演 特征 数 显然 为 
家 王八 (21.13) 

此 特征 数 在 引入 相互 作用 后 保持 不 变 ， 虽 则 本 征 函 数 已 不 再 
是 乘积 遇 V… 册 ， 依照 % 是 + 工 或 -二 将 这 样 产 生 的 谱 项 
称 为 偶 的 或 奇 的 . 


$ 22 选择 定 则 和 强度 定 则 


我 们 从 两 个 群 论 引 理 开 始 . 

引 理 1 假定 在 空间 光一 (wa ……， Uw) 和 Y= (V1, …，%Vn) 
中 用 下 列 完全 相同 的 公式 给 出 群 乡 的 两 个 表示 p 和 p/: 

Qt 一 之 W, Os 

Ca = 之 VO 
差别 是 妈 构成 Y 的 一 组 线性 无 关 的 基 , 而 必 是 线性 相关 的 . 
令 表 示 p 是 完全 可 约 的 ; 

p 一 Pi 十 … 十 px。 (22.1) 
出 p' 也 是 完全 可 约 的 , 而 且 从 (22.1) 右 侧 的 和 中 去 掉 某 些 表 
示 就 得 到 p' 的 分 解 式 . 

【证 】 把 每 个 矢量 2 一 立 2XCx 与 矢量 9 一 之 wxcx 相 联 系 ， 
我 们 就 看 到 , 两 个 4% 矢量 之 和 对 应 于 两 个 ob 矢量 之 和 ， 自 av 
对 应 于 au, 故 对 应 是 一 算 符 同 态 .根据 8 13 的 定理 4, 我 们 有 : 

VEY th, 
此 处 是 Y 的 分 解 式 中 包含 的 某 些 不 可 约 子 空间 ， 这 就 
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证 明了 引 理 . 

让 我 们 将 引 理 工 应 用 于 乘积 表示 。 从 按 p 和 py 变换 的 
某 些 本 征 函 数 忆 名 和 V9” 出发， 我 们 想 知道 乘积 可 JP 入 和 
如 何 变换 . 如 果 用 同样 数目 的 独立 变量 4%, 2 代替 世 , 了 ， 则 
乘积 wv 按照 表示 pxpy—D pid =jt7, *…, |j—7|] 


变换 .如 果 在 这 些 变换 公式 中 重新 应 用 DT, 六 代替 wz， 则 
公式 仍然 正确 , 昌 然 这 些 乘积 可 能 变 成 线性 相关 ， 于 是 , 我 们 
的 引 理 指出 ， 这 些 表示 按 昭 表示 号 pj 变换 , 在 此 表示 中 出 现 
某 些 (可 以 是 全 部 ) 可 能 的 了 值 :JJ 一 7 十 力 …, 1j 一 了 |. 

引 理 2 如 果 一 正 交 完 备 系 

0 各， 0 0 中 )， 0 a (22 .2) 

是 按 下 述 方式 确定 的 : 对 于 每 个 和， 函数 ,yO，… 按照 一 
给 定 变换 群 9 的 一 个 不 可 约 表示 p 变换 ; 车 将 按照 同一 群 
的 一 个 完全 可 约 表示 p 变换 的 另 一 组 函数 ya，…， ye 按 正 
交 系 (22.2) 展 开 , 则 只 有 其 表示 ps 是 表示 p 的 成 分 的 那些 
9 才能 实际 上 出 现在 展开 式 中 . 

[证 】 假定 小 是? 到 "的 线性 组 合 ， 又 令 风 的 展开 
式 为: 


a 7 
=> Gds01 十 > a2sg "十 一 Qi 十 wz 十 (22.3) 
1 1 


因为 由 唯一 地 确定 所 有 分 量 ax， 所 以 由 也 唯一 地 确定 w1, ws 
等 等 ， 

上 映 射 峭 -ai 是 从 水 ，…, WwW” 所 生成 的 矢量 空间 W 到 
9，…, 9 所 生成 的 矢量 空间 i 的 一 个 线性 变换 ， 因 为 
YN 中 两 个 矢量 之 和 对 应 它们 的 象 矢量 之 和 , 且 嘱 对 应 
al 此 处 c 为 任意 常数 . 还 有 , 可 将 属于 群 乡 的 变换 t 作用 
于 (22.3), 因而 得 : 

.II17 。 


好 一 to 十 tos 十 … 

式 中 twi 仍 是 Y: 中 的 元 素 , 等 等 ， 因 此 映射 由 一 ol 将 示 映 
成 tol:， 它 是 从 W 到 2 内 的 一 个 算 符 同 态 .， 因 为 Yi 是 不 
可 约 的 , 所 以 诸 象 矢量 ox 或 组 成 整个 子 空间 Yi， 或 全 为 零 . 
在 前 一 种 情况 下 ， 我 们 得 到 从 Xp 到 Yi 上 的 一 个 算 符 同 态 . 
由 8 13 定理 4, 必 与 Y 分 解 中 的 一 个 不 可 约 成 分 同 构 ， 
即 表示 pi 是 表示 p 的 一 个 成 分 .同样 的 结论 对 所 有 的 表示 
px 都 成 立 : 或 者 w 为 零 ,或 者 px 出 现在 p 中 ， 

引 理 2 的 推论 如 果 用 函数 > …， 由 相继 代替 少 
并 相应 地 给 四 加 以 上 标 久 =1,，2,…, mn， 只 要 在 表示 p 的 分 
解 中 不 出 现 丙 个 等 从 的 不 可 约 成 分 ， 出 系 数 oio(ag "等 也 一 
样 ) 被 表示 pi 唯一 地 确定 到 只 差 一 个 因子 入. 

【证 】 根据 刚才 所 给 的 证 明 ，c 央 是 从 到 Y3 内 的 同 
态 映 射 的 矩阵 元 ， 现 在 令 WY 分 解 为 其 不 可 约 子 空间 : 

Y= DN > 四 … 申 7 

可 以 假定 ， 在 Wi 中 表示 pi 出 现 而 其 他 子 空间 Wi 
… 与 Wi 不 同 构 .于 是 映射 由 一 oz 将 所 有 的 Wy, … 有 映射 
为 零 ， 此 外 , 按照 舒 尔 引 理 , 同 态 映射 Yi 一 i 的 矩阵 是 单 
位 矩阵 工 的 倍数 人 7. 这 就 证 明了 我 们 的 推论 ， 

选择 定 则 是 根据 引 理 2 来 的 . 在 86 和 8$8 中 ， 我 们 已 导 
出 了 单 电 子 的 选择 定 则 ; 

1 一 ! 士 1 (对 于 中 心 对 称 场 )， 
mm 或 m 土 ] (对 于 轴 对 称 场 ). 

由 于 其 推导 法 , 对 m 的 规划 也 适用 于 多 电子 的 情况 .现在 我 
们 来 研究 , 当 了 被 到 所 代替 时 ,! 的 规则 发 生 什么 变化 . 

根据 § 3， 了 跃迁 谱 线 的 强度 依赖 于 下 列 展开 式 中 的 系数 


&, 0, c. 
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XJ = Dea", 
LD’, my 
Y= 习 几 7 和 (22.4) 
Zp = DE™. 
L',m’ 
用 § 21 B 的 符号 , 则 左边 各 量 , 或 更 确切 地 说 , 它们 的 线性 组 


合 : 
(+ (FW, V 3OV 名 (22.5) 
是 乘积 VFP02?, VOU099,， VU9"Y, 它们 按 pv 变换 , 此 处 
Z' 可 取 工 土 1 和 工 中 的 某 些 值 ， 因 此 在 (22. 纪 的 右边 只 能 出 
现 这 些 pr。 由 此 得 到 选择 定 则 ; 
L-—1, 
IL->/ 芽 “(0->0 禁 止 ) (22.6) 
L+1. 

用 完全 相同 但 简单 得 多 的 方法 ， 可 求 得 关于 反 演 特征 数 
ww 二 (一 1)>™ 的 下 列 选择 定 则 ， 

人 0 一 > 一 4 (22.7) 
或 拉 泡 特 (Laporte) 法 则 ， 世 1 只 能 跃 变 一 奇数 . 实际 上 ,如 
在 (22.4) 中 ”在 反 演 s 下 乘 以 因子 ww， 则 在 左边 必 乘 以 因 
子 一 2, 因此 在 右边 只 出 现 反 演 特征 数 为 一 w 的 项 .由 此 法 
则 还 得 出 结论 : 在 一 个 外 电子 和 球 对 称 原子 实 构 成 的 系统 中 ， 
只 要 外 电子 作 一 基 子 跃迁 而 原子 实 中 电子 的 量子 数 记 不 变 ， 
则 在 (22.6) 中 还 允许 的 跃迁 工 一 工 将 被 排除 。， 因 此 , 在 此 情 
况 下 , 选择 定 则 工 -> 工 土 1 成 立 , 或 者 同一 回 事 : 1- ?7 士 工 . 

从 引 理 2 的 推论 还 得 出 ; (22.4) 中 的 系数 ag" 等 对 于 每 
一 对 固定 的 卫 了 值 被 唯一 地 确定 到 只 差 一 个 与 % 和 ”mi' 无 
关 的 因子 wzz。 当 谱 项 的 简 并 被 非 中 心 对 称 微 执 消 除 时 , 要 出 
现 一 些 谱 线 ( 塞 曼 效应 和 斯 塔 克 效 应 )， 假定 扰动 很 胖 ， 以 致 
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Fe a es 


可 用 无 微 扰 系统 的 由 函数 来 计算 谱 线 的 强度 , 则 计算 上 述 系 
数 ag" 可 提供 有 关 这 些 谱 线 强度 比 的 知识 . 当 我 们 注意 到 |. 
在 (21.11) 中 能 给 出 乘积 UnVm 的 一 个 展开 式 时 , 计算 变 得 
非常 容易 . 在 这 样 的 情况 下 有 : j= 工 和 六 =1, 因此 Um 入 
在 旋转 下 的 变换 公式 恰 如 U99=J9? 和 TV 外 = 一 (了 十 证 )， 
VD?= 了 对 一 讶 ,VO=ZV23， 因 此 , 根据 引 理 2 的 推论 ， 对 
每 个 L， 乘 积 U8?.Vs" 的 展开 系数 必 与 表 (21.12) 中 的 系 
数 一 致 到 只 能 差 一 个 共同 的 因子 . 

为 了 使 符号 更 为 一 致 , 在 (22.4) 中 用 符号 ;j, J，M 代替 
了 工 , 也, m', 并 写成 : 

(— (K+ = EW +d)"™, 
(XW = tN ", (22.8) 
22%" = EV Do. 

现在 ,对 于 每 个 了 ,右边 的 系数 必须 和 (21.11) 的 展开 系数 
cnx-m 成 正比 , 因此 得 出 ( 见 $ 21B 中 的 表 ) 
[对 J/ =:j 十 1; 
ato) eaV (jtm+2) (I+m+1) ， 
Gb) "VeaV (mnt) (I mt l), 
oy a VFm+tI) CI m+1); 
对 v = 
(G+) 名 1 一 BC 十 可 十 上 (一 兄 ) ， 
| 
C9 "=: Bh 
对 了 一 和 1 
(十 说)9 =y Vm) (jm—1), 
| (0g—i0) P= VOtm) I+mO—1), 
\U oprP=y VOtm) Im). 


(22.9) 
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然后 ， 以 也 一 代替 公式 中 的 j, 了， 如果 需要 ， 也 可 以 由 
(ce 十 芭 ) 和 加 和 (一 她) 六 计算 oo” 和 22"， 根 据 $3， 这 些 数 
的 平方 给 出 的 跃迁 几率 正比 于 相应 的 谱 线 的 强度 。 在 $8 中 
已 叙述 了 发 射 光 的 偏振 方向 ， 


$23 洛 伦 兹 群 的 表示 


A. SL(2) 群 和 正常 洛 伦 兹 群 

应 用 在 $19 和 8 20 中 推导 旋转 群 O 表示 的 同一 方法 、 
现在 来 求 洛 伦 效 变换 群 ( 洛 伦 效 群 ) 的 表示 . 

我 们 由 二 维 复 矢量 空间 中 行列 式 为 1 的 线性 变换 群 
SL(2) 出 发， 因为 后 面 将 处 理 共 变 与 反 变 矢量 ， 利 用 里 西 分 
析 ， 以 名 妈 表 示 莫 撩 , ov 上 + o 尼 表示 它们 的 线性 组 合 。 于 是 
变换 公式 为 

1、 od By (23.1) 
w= uB+ ud 

考虑 第 二 个 矢量 空间 (wa 二 osa0)， 它 与 第 一 个 空间 一 起 
变换 , 但 每 次 的 变换 矩阵 为 前 者 的 复 共 思 é， 


| Si Pr 
wr — WB* + 8 
我 们 约定 所 有 按 (23.2) 变 换 的 量 都 加 以 带 点 的 指标 1l'， 


(23.2) 


若 (41,，a2) 和 (bi1, 52) 是 两 个 按 (23.1) 变换 的 矢量 ， 则 
G102 一 Q201 不 变 ; 从 而 和 失 量 (6。， 一 01) 对 矢量 (41，Q2) 来 说 是 反 
变 的 、 因而 可 以 由 每 个 二 元 矢量 (b1, 62) 构 造 一 个 反 变 矢量 
(61, 62). 
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0 一 02， 02 一 -一 01。 (23 .3) 
以 同样 的 方法 ， 对 每 个 矢量 (or， 82) 定义 反 变 矢量 
0” 》 02) = (02., —61). 
所 有 双 线 性 型 


ITIL i12: 21° 22 
C11: UW 二 Cio LOL 十 Cot UW 十 C22. UU (23 .4) 


构成 的 线性 空间 经 变换 (23.1) 和 (23.2) 线 性 地 变换 到 自身 之 
内 ， 可 以 通过 直接 计算 验证 ,行列 式 


C11°C22: 一 C12-C21 


保持 不 变 . 
现在 我 们 假定 , (23.4) 荐 在 $9 意义 下 的 厄 米 型 , 也 就 是 
说 ,ci1 和 coo. 是 实数 ， 而 ciz 与 eo1 是 复 共 辑 . 这 个 假定 在 变 


换 (23.1) 和 (23.2) 下 是 不 变 的 ， 这 些 厄 米 型 构成 一 个 实 的 四 
维 失 量 空 间 . 往 于 至 由 于 1， 可 以 引 入 实 众 标 亿 ， 2 2 4 2 


C21 二 wD 十 29， 
1 C: 2 一 化 一 半 
4 2 (23 .5) 
| ci 一 2 十 (加 


(000 =z 一 ct 
在 8 (2 和 群 下 , 实 坐 株 2，%. 2 1 经 受 实 线性 变换 , 而 二 次 型 
C11Con — Cu.Uof: 一 C3t2 一 好 一 2 一 0/2 (23 .6) 
保持 不 变 ， 因 而 我 们 的 变换 是 变量 x, y, 2 t 的 实 洛 伦 兹 变 
换 . 
令 二 次 型 (23 .6) 等 十 零 . 访 得 到 兴 针 ， 
C21 02 一 4 一 党 一 0， 
班 光 锥 把 四 维 空间 分 为 三 部 分 ， 在 光 锥 之 内 , 在 正 侧 和 人 负 侧 
《分 别 对 应 i>0 和 既 0), 二 次 型 是 正 的 ; 在 光 锥 之 外 , 它 是 负 
“e122 。 


的 ， 正 侧 的 内 点 代表 正 厄 米 型 . SL(2) 群 把 正 型 变 为 正 的 ， 
因而 变量 2, y, 2, t 的 变换 不 改变 时 间 的 方向 。 简单 的 计算 
表明 ， 这 些 变换 的 行列 式 为 二 1。 故 由 SL(2) 群 诱导 出 的 坐 
标 c，%，2, t 的 变换 不 改变 (%w, y， 2) 到 3 辐 区 和 人 它们 属于 
正常 洛 伦 效 群 8. 

， 在 正光 锥 上 的 点 代表 兴 定 厄 米 柜 , 且 可 将 其 写成 乘积 , 
2 十 i ‘(ae 十 st) i 


其 系数 为 ; 


WD 十 多 = C21: 一 8231, 
5 一 动 一 om 一 ss 
4+ 0t= 0 =—881, 
2 二 C22- 一 82 Sa 
这 样 就 得 到 正光 锥 的 一 -个 参数 表示 . 本 来 我 们 也 可 以 由 这 个 - 
参数 家 示 出 发 , 由 它 推出 其 余 一 切 . 
现在 来 证 明 ， 正 常 洛 伦 效 群 的 每 一 变换 都 可 以 由 一 个 
BL(2) 中 的 变换 得 到 . 
容易 证 明 ， 可 以 得 到 所 有 的 空间 旋转 。 事实 上 , 如 果 在 
(23 .1 和 (23 .9 中 选取 8 天 y= 一 B", 则 和 


2ct 一 Cl1 十 Co2- | (23.7)} 
保持 不 变 ， 于 是 变换 (23.1) 变 成 么 正 的 ， 而 变量 z, y, 2? 恰好 
经 受 $》19 所 给 出 的 变换 . 

另 一 方面 , 在 洛 伦 兹 变换 中 也 有 如 下 的 变换 ， 
wa 
。 » (>1) 
t 一 QT 
@@ 原 书 中 为 “restricteda Lorents group”， 通 当即 指 “proper Lorentz 


group ”一 一 译 考 注 ， 
o°193 本 


Y = Y, 


f 0 一 02cll 和 一 0 
/ 一 2 
C22° 0 “022°, 


4 ol 一 caz， 一 到 (2 十 oz 十 可 (o2 一 or ct, 


1 2! 
C21: = C21., 必 一 末 (@ 一 oz 十 可 (oz 十 ar-9) ct, 
(23 .8) 
这 个 变换 把 静止 点 的 世界 线 变 为 以 任意 速度 


人 一 C 


说 :方向 运动 的 点 的 世界 线 . 由 狭义 相对 论 知道 ， 这些 特殊 
的 洛 伦 兹 变换 连同 所 有 的 旋转 形成 正常 洛 伦 兹 群 。 因 此 
正常 洛 伦 兹 群 可 以 作为 SL(2) 群 的 表示 而 得 到 . 
仅 有 的 得 出 洛 伦 兹 群 单位 元 的 变换 (23.1) 由 下 式 给 出 ， 


人 1 a -人 
0 工 505 -下 人 


故我 们 得 到 最 后 结论 ; 
SL(2) 群 是 正常 洛 伦 兹 群 的 双 值 表示 . 
B. 无 穷 小 变换 


现在 用 无 穷 小 旋转 的 方法 确定 正常 洛 伦 兹 群 的 所 有 可 微 
正常 洛 伦 兹 群 的 每 个 表示 也 是 SL(2) 群 的 一 个 表示 . 反 
之 ，SL (2) 群 的 每 个 表示 也 是 正常 洛 伦 兹 群 的 一 个 (最 多 是 双 
值 的 ) 表 示 . 内 而 我 们 先 求 8L (2) 群 的 表示 . 
SI,(2} 群 中 变换 的 第 隆 可 以 写成 . 
/a fe 人 十 oa 十 os Qs 二 Aaa 
4-(° s -|( a5 +éae 6 ) C9) 
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le _1+ByY _ i+(ast+ias) (as+ iae) 
| 3 Qo i 十 Qi 十 %a2 


我 们 可 以 采用 实 变数 m1, as, …, as 作为 单位 元 邻 域 中 

的 参数 ， 正 如 在 8 20 中 那样 ， 定 义 任 一 表示 的 无 穷 小 变换 

1,，…，Te， 如 前 一 样 ,将 会 发 现存 在 着 如 下 形式 的 对 易 关系 : 
Of WD 


< 是 只 依赖 群 的 合成 方式 的 实数 , 故 可 由 任 一 真实 表示 [ 例 
如 SL(2) 群 自身 的 矩阵 ] 确定 。 对 于 这 个 表示 ， 由 (23.9) 
有 : 


1 4 i | 
a a Md 0 0 A 


34 | /% 0 0 , 0 2 
了 。 一 i == 。 [= . 了 一 
?das la-o a (4 of ”Na of 


于 是 求 得 下 列 具有 实 系数 的 对 易 关 系 ; 中 
Ti11s— Tali1= 21s, Zils—T4li= 214, 
Tils—Isli= —21s, ilo—Iefli=—21s, 
Tsls—{;la= [1, Tale—1els= {1s, 


Toly= TTy dT, Jsls—Lly= 21; 
Tols— {ls= ~21s, Tole—Iels=21;, 
Lsfs—Isls= lg, Tsls—Iels= — fi, 
[ls—1,s11=0, 
Tsls— Is1s3=0, 
Islso—1sls=0. 
这 些 关系 必定 对 任 一 赤 示 也 都 成 立 ， 可 以 引入 新 的 算 符 来 加 
以 简化 : 


@ 系数 是 实数 这 一 事实 , 是 由 $18 的 一 般 考 虑 得 出 的 。 
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Titiols=44,, Ta-tils—24, 75 二 7 一 24a 
Ti 了 1,—ifs=2B, [Is—%le=2Ba. 
重新 计算 由 师 , 您 个 4 与 每 个 已 可 对 易 : 
Pe (Wh, EF=2, Pp, 9), 
中 外 Ad 一 dyAds= dys, Pi 一 DT 一 了 
4 一 4 一 一 4 BB DuB,= 一 Bu 
Aysla— AoAs=24,, BB,B— BB,=2B,. 
这 毕 关 于 二 和 五 的 对 易 襄 则 与 (20.2) 相同 ， 从 而 所 有 霸 
(20.2) 得 到 的 结 娄 仍然 成 立 ， 设 外 是 对 应 于 4 的 最 大 本 
征 值 > 的 一 个 矢量 ， 则 可 以 得 到 本 征 函数 oz 一生 戏 乏 7) 
的 完备 组 ， 这 些 vx 在 算 符 4 作用 下 按 (20.3) 变 换 (以 41 代 
替 其 中 的 了 om. 属于 本 征 值 y 的 ww 的 全 体 是 一 在 变换 PB 下 
不 变 的 线性 空间 , 这 是 因为 Br 与 4, 可 对 易 . 根据 同一 怪 理 ， 
可 以 在 此 空间 中 找到 一 组 矢量 var( 一 了/<MH'<J ), 在 Br 机 
用 下 它们 按 (20 .及 变换 以 算 符 de 重复 地 作用 于 每 一 
va 得 到 完备 矢量 组 var(—I EME) 。 用 这 种 方 we 
(2 十 1)(3. 放 二 由 个 矢量 war 满足; 
(Apvya’ = ~ (J ~ —M) (J+ (v 十 及 十 -H+ Vy +1, 2 
Agvuar = VT FACT M+1) oar ar 
A Mo 
{Byunar’ = VT MYT HM +) oy, +1 
ao = 0 + DCT 一 到 +1) op a0-1, 
人 有 Dr 一 La 


它们 确定 SL(2) 群 的 一 个 不 可 约 表 示 . 用 $20 中 关 ee 
可 


(23.10) 


-~~~ 


1 约 性 所 进行 的 讨论 , 很 容易 得 到 上 述 表 示 的 不 可 约 性 。 如 
. 原 来 的 表示 ` 证 不 可 约 的 , 则 说 vy 必 张 成 全 空间 ， 2 


光 每 个 不 可 约 表示 等 价 于 一 个 由 (23.10) 所 给 出 的 表示 Dr、 
很 容易 给 出 一 组 变量 , 它们 准确 地 按照 Dw 变换 ;为 此 只 
须 令 : 
WW tM wr 100 Th 
VO I! VT HT 
-这些 waar 的 任 一 线性 组 合 几 下 式 给 出 


VuM’ 一 


A 2200 TT 
> Cp“wpo 5 UW, 


其 中 张 量 c 对 27 个 指标 和 ad en 
标 p',…, 7' 也 是 对 称 的 .这 些 张 最 构成 SL(2) 群 的 不 可 约 
芝 示 2 pr 时 的 矢量 空间 空间 . 

韦 尔 最 时 证 明了 每 个 表示 都 是 完全 可 约 的 . 

以 上 的 考虑 确定 了 所 有 在 正常 洛 伦 兹 群 下 以 某 种 方式 线 
-性 地 变换 着 的 “ 量 ”， 这 些 量 中 最 简单 的 是 不 变量 或 标量 , 其 
次 是 二 元 矢量 (ol ca) 和 (oj，az)， 按 (23.3)， 反 变 矢量 (au 
<2) 的 变换 等 价 于 共 变 矢量 . 再 次 是 张 量 or， 根 据 (23. 男 它 
们 等 价 于 世界 矢量 ， 其 后 是 三 分 量 的 对 称 张 是 ou 和 ww， 等 
等 . 

之 所 以 把 这 些 量 统称 为 “ 施 最 "是 由 于 它们 在 自 施 电子 
理论 中 所 起 的 作用 。 用 带 点 和 不 带 点 指标 的 旋 量 写法 ， 是 最 
先 在 我 的 一 -篇 论文 “ 旋 量 分 析 ” (Naohrichten Ges.der Wiss. 
G6ttingen 1929, p. 100) 中 引入 的 .用 这 种 记号 可 以 把 世界 矢 
se de Mes en 全 和 : 例 
如 , 可 以 看 下 面 的 0 小节 和 $ 27. 

OQ. 世界 矢量 与 旋 量 间 的 关系 ， 

由 此 往 后 ， 闵 可 夫 斯 基 空 间 中 世界 矢量 的 四 个 分 量 将 表 


六 
冰 
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w=0t, WH, Vy, 03 一 2 
用 爱 因 斯 坦 的 记 法 , 同一 矢量 的 共 变 分 量 是 : 
0 一 一 0 四 一 02， Ww2—Y, wa=2。 
公式 (23 .5) 于 是 变 为 : 
021 一 01 + jw’, 
0C12. 一 01 一 202， 
a (23 .11) 
C22. 一 一 08 二 20 
这 些 公式 也 可 以 写成 矩阵 形式 : 
o-(~ C12: 外 -人 a v1 一 202 ) 
Ca 022: wom 一 0 十 0 
»/1 0 170 1 »/90 一 ? 
| Ri ei, 0 ) 
| 0 
+ 1 (23 .12) 
OO 一 Oo0so 十 18 十 028s3 十 ass， 
著 四 个 矩阵 sx 的 元 素 记 作 ae 还 可 以 把 (23 .19) 写 成: 
Cw — BD WO, ar， (23.13) 
这 样 ， 每 个 世界 矢量 必 对 应 于 一 个 旋 量 6 ， 反 之 亦 然 . 
车 世界 张 量 是 实 的 ， 则 旋 量 定义 一 厄 米 型 ， 而 矩阵 CO 是 自 轿 
的 , 亦 即 c11. 和 cs 是 实 的 , 012: 与 cr 是 复 共 绒 , 反之 亦 然 . 关 
系 (23.13) 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的 . 在 8 23A 中 ,我 们 已 经 
看 到 对 每 一 共 变 矢量 (Da，22) 可 以 按 公式 (23.3) 定 义 一 个 反 
变 矢量 (5, 9); 
b1= ba, 02= —b1, 
这 两 个 公式 也 可 以 写成 
0*= 2 eb,, (23.14) 
e129 。 


其 中 813 一 1，821 一 一 IT，81 一 622 一 0. 
完全 一 样 ,对 每 个 带 点 矢量 (61., 62)， 可 以 按 下 式 定义 一 
反 变 矢量 (5, 56”). 
b* = Ded,, (23.15) 
其 中 8 =]1, 6 !=—1, 8:—e?—0., 
张 量 分 量 cw 与 乘积 4,0,: 的 变换 方式 完全 一 样 ， 因 而 我 们 可 
以 把 反 变 分 量 定义 为 : 


Ct = BD gre8r? 0, (23.16) 
成 者 明显 地 写作 ; 
Cl C09., 012 = 一 col， 一 一 0 0 =C11. (23.17) 
由 这 些 ew 构成 的 挎 阵 是 : 


3 和 其 
O'= C 人 加 C22 一 Co1. 
C21 C22 — Cio: C11. 

一 22 十 0 一 01 二 2 


0 1 3 
一 00go 一 0lsl — W282 — W389, 
一 WII 一 202 w+w? ) 


如 果 把 四 个 矩阵 ; 
80 一 80， S1 一 一 81， 2 二 一 82， 8 一 一 3 
的 元 素 称 为 olw (8 一 0 1, 2, 3), 则 有 


(从 一 六 oooj (23 .18) 
这 个 关系 在 洛 伦 兹 变换 下 也 是 不 变 的 . 
公式 (23.18) 和 (23.18) 表 明 ， 每 个 世界 矢量 确定 一 共 变 
的 自 旋 张 量 (ew) 和 一 反 变 的 自 旋 张 量 (e”)。 这 两 个 自 旋 张 
量 间 的 关系 由 (23.17) 给 出 . ; 
所 有 这 些 正 是 初等 代数 , 但 是 到 后 面 我 们 才 需 要 它 . 


* 原 书 误 为 / ce 
en C2./ 一 一 译注 。 
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小 
EE 
出 


自 旋 电子 


$24 自 旋 


在 $8 我 们 已 经 看 到 , 能 量 算 符 中 包含 磁 微 扰 项 x3p2 .2 
\x 一 狼 尔 磁 子 ) 的 薛 定 刘 波 动 方程 只 能 解释 发 生 在 单项 中 的: 
“正常 ” 芭 曼 效应 为 了 人 能 释 反 常 塞 曼 效应 与 多 重 分 裂 ， 滑 来 
不 可 避免 地 需要 假定 ; 除了 轨道 运动 的 磁 矩 外 , 还 有 不 依赖 轨 . 
道 运 动 的 傍 害 ， 按 乌 伦 贝克 (Ublenbeck) 和 哥 德 斯 密 脱 
(Goudsmit) 的 假设 ， 这 个 磁 矩 是 由 所 谓 自 旋 ,也 就 是 “ 自 旋 着 
的 ”电子 交角 动量 引起 的 信 . 
当 把 铁 发 这 黎 化 方 问 元 转 时 , 铁 磁 棒 将 得 到 一 个 角 动 量 . 
大 人 璧 化 是 元 电子 凋 辑 道 运 动 所 引起 的 ， 则 记 观 测 到 的 机 械 角 
动向 变化 与 磁 矩 变化 的 比 位 是 天 比 2x, 而 不 是 让 比 x， 著 要 
用 电子 自 旋 引 起 铁人 磁性 来 解释 这 种 反常 ， 就 必须 假定 自 旋 电 
子 苞 惑 和 矩 是 具有 相同 机 械 角 动量 的 轨道 运动 磁 矩 的 两 倍 . 
施 特 恩 - 盖 拉 赫 (Stern-Gerlach) 实验 表明 自 旋 电 子 的 角 
动 语 定 量子 化 的 ,也 就 是 说 , 它 在 任意 方向 上 的 分 量 只 能 取 分 
立 售 ， 在 这 个 实验 中 ， 一 束 基态 G=0) 银 原子 在 磁场 中 滑 少 
方向 发 射 ， 磁 场 的 大 小 沿 : 方向 变化 . 这 样 一 个 场 作 用 在 磁 
子 荆 的 力 为 : 
of, 
Oz 


M,, 


Q@ 关于 这 个 概念 的 历史 见 我 的 论文 Spin and Statistics， 载 于 Pauli 
Memorial Volume (Fierz 和 Weisskopf 主编 ) New York: Interscience Publi- 
ghers, 1960, 
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其 中 MM 是 4 方向 磁 矩 的 值 . 射 束 分 裂 为 二 ,对 应 于 天 ,一 土 * 
如 果 我 们 作 看 来 合理 的 假定 ， 即 原子 中 只 有 一 个 电子 对 磁 答 
有 贡献 ， 而 其 余 电 子 的 自 旋 相互 抵消 (这 个 假定 是 合理 
的 , 因为 基态 银 离子 Ag+ 不 显示 出 塞 曼 效 应 ), 那么 就 可 以 推 
断 电子 的 磁 矩 在 任意 给 定 的 方向 上 只 能 取 土 x。 由 于 假定 匀 
矩 与 机 械 角 动 量 之 比 是 x: 喜 加 从 而 机 袜 自 旋 角 动量 在 任 
意 方向 上 总 是 土 和 /2. 

自 旋 量 子 化 使 我 们 能 够 解释 谱 项 的 多 重 分 裂 ， 在 最 简单 
的 磊 爹 属 的 情况 下 ， 这 时 只 有 一 个 电子 起 着 主要 作用 ， 发 生 
的 现象 如 下 : 在 一 级 近似 下 , 谱 项 与 8 6 所 计算 的 中 心力 场 中 
电子 的 能 量 值 一 臻 ， 但 除了 5- 项 (1~0) 仍 是 单项 外 ， 其 余 全 
构成 双 项 ， 当 引入 一 个 磁场 时 , 双 项 之 一 分 裂 为 +2 项 , 而 
另 一 分 裂 为 四 项 , 而 按 没有 自 旋 的 理论 , 应 分 裂 为 22+1 项 . 
可 以 用 一 个 量子 数 了 区 分 双 项 中 的 项 : 对 2[+2 重 的 项 , j 什 


取 7+ 节 ;对 另外 一 项 , j 信 取 1 一 却 ， 这 样 使 每 一 谱 项 都 是 
27 十 1 重 的 . 

为 了 以 一 种 富有 启发 性 的 方式 使 情况 更 清楚 一 些 ， 可 以 
想象 长 度 为 记 的 轨道 角 动 量 撩 量 和 长 度 为 云 的 自 旋 角 动 
最 矢 量 组 成 一 长 度 为 87( j 一 1 地 1 ) 的 合 拓 量 总 角 动量 
央 定 重 数 当 十 1, 恰似 在 “没有 自 旋 "的 情况 下 , 轨道 角 动量 条 
央 定 重 数 21+1 一 样 ， 此 外 ， Pe le 
j=1 一 十 的 分 型 看 成 是 由 自 旋 却 与 轨道 角 动量 议 的 相互 


作用 引起 的 。 后 面 我 们 将 给 出 这 个 “矢量 模型 ”的 证 明 . 
朗 德 (Land6) 由 实验 发 现 ， 每 一 个 谱 项 ~! 土 1/2 在 弱 
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磁场 中 分 裂 为 37 十 1 个 等 距 成 分 ,与 无 微 扰 项 的 偏离 由 下 式 
给 出 : 


Ss | 
| 
gxHam a 了 一 二 一 | (24.1) 


+ 

在 1- 0 的 情况 下 ， 全 部 角 动量 由 自 旋 所 贡献 , 有 mr 土 训 ， 
g~2. 值 m 一 土 部 乘 上 记 后 ， 愉 好 是 角 动量 2 分 量 的 可 能 
值 , 而 因子 9 一 2 再 次 表明 对 应 于 角 动 量 im 的 磁 矩 为 2xm. 

于 是 得 到 如 下 的 假设 : 

1. 电子 具有 自身 的 机 械 角 动量 或 自 旋 , 它 在 任意 固定 广 
向 上 的 分 量 只 能 取 士 豆 划 . 

2 在 无 外 磁场 时 ， 自 旅 对 能 量 的 影响 比 电荷 、 质 量 对 能 
量 的 影响 小 

3. 磁 代 x 对 应 于 机 械 角 动 量 吉 . 
$ 25 自 旋 电子 的 波 函数 

人. 泡 利 的 函数 对 (tn， Wa) 

让 我 们 以 波动 力学 的 语言 重新 叙述 这 些 假设 ， 自 施 的 存 
且 至 少 要 加 上 一 个 由 自 话 引 起 的 自由 度 ， 我 们 把 它 选 作 自 放 
角 动 量 的 :分量 , 以 去 的 倍数 为 单位 . 由 $ 24 的 假设 可 
知 这 个 -分量 的 变 其 04 只 可 取 值 + 和 一 1. 遵循 泡 利 原 
理 @, 采 用 波 画 数 : 


DD W.Pauli. Zur Qaantenmechanik des Magnetischen Elektrons. Zeits-. 
chr. fiir Physik 43, p. 601 (1927), 
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(CC，y，2，ae) 一 由 (9，ae)， 
其 中 空间 坐标 9 遍及 全 空间 , 而 0。 只 取 值 +1 和 一 I. 这 个 
函数 等 价 于 函数 对 
=w(g, 1D); Wa=w(9, —1), 
或 者 , 象 我 们 通常 说 的 那样 , 它 是 一 个 有 两 个 分 量 加 ,水 的 波 
应 数 , 每 个 分 量 只 是 空间 坐标 9 的 函数 . 
在 波动 力学 的 统计 解释 中， 对 空间 某 一 体积 的 积 


|Wwiag 正 比 于 在 该 体积 玉 内 发 现 自 施 平行 于 轴 正 方向 的 
电子 的 几率 ， 同 样 , [yasdg 正比 于 在 六 内 发 现 自 旋 方 向 相 
反 的 电子 的 几率 ， 和 式 , 

| wibby) oy 


给 出 了 电子 在 体积 六 内 的 总 几率 . 
B. 函数 对 (ya，y) 的 变换 
我 们 现在 问 : 当 电 子 的 状态 经 受 任意 一 个 空间 旋转 ,或 
者 完全 是 一 回 事 , 如 果 状 态 不 变 而 坐标 系 经 受 旋转 RR 时 ,分 
量 灿 , Ys 如 何 变 换 ? 
最 早 是 泡 利 提 出 了 一 个 么 正 变换 ; 
(Wi = ti + fos, 
Ue 
矩阵 元 ti1, t1z, tatz，tas 是 旋转 已 -的 所 谓 凯 莱 - 克 菜 因 
《Gayley-Klein) 参 数 的 复 共 畏 8 7 6*， 其 定义 见 A. 
Sommerfeld 和 FF. Klein 的 书 4Theorie des Kreisels>8 8 2-4. 
由 这 些 系数 如 e 构成 的 矩阵 了 ,恰好 是 旋转 群 0s 的 志 示 P34 中 


代表 旋转 EB 的 矩阵 . 
1927 年 , 冯 诺 意 曼 和 威 格 纳 (BB. Wigner) 证 明了 公式 
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(25.1). 


《25.1) 是 正 交 群 表示 理论 前 必然 推论 . 在 本 章 开 头 引 用 的 
«纪念 泡 利 文集 > 一 书 中 .我 指出 过 , 可 以 比 冯 : 诺 意 曼 与 维 格 
纳 作 更 少 的 假设 而 证 明 更 多 的 结果 , 这 里 我 们 将 遵循 < 纪念 泡 
利文 集中 的 推理 . 

从 一 个 确定 的 正 交 坐标 系 出 发 ,考虑 一 个 电子 , 并 象 泡 利 
那样 ， 假 定 电 子 的 状态 由 一 对 空间 坐标 的 函数 (yi, 籽 ) 所 确 
定 . 当 电 子 的 状态 经 受 任意 一 个 空间 旋转 BR 时, 新 状态 由 到 
数 对 ( 凤 , 几 ) 表 示 . 在 点 卫 处 的 无 穷 小 体积 内 发 现 电 子 的 几 
率 是 . 

{yp (P) + P)}aV. 
着 了 经 旋转 及 后 变 为 P'. 存 dV' 内 发 现 变换 后 的 电子 的 几率 
必须 等 于 在 dV 内 发 现 原来 电子 的 几率 , 又 由 于 体积 ar 等 
于 dV, 于 是 必 有 : 

vaa(P) + P) = (PP) + (P). (25.2) 

泡 利 那样 ， 作 如 下 的 假定 是 合理 的 ， 业 (P') 和 类 (P') 

是 加 (PP) 和 灿 (P) 的 线性 函数 ,其 系数 只 依赖 旋转 B. 

(人 =tup (P) +ti2f(P), (25.3) 

Uh P') = tob CP) +t2opa (PP). 

四 两 行 一 列 和 矩阵 多 ' 和 罗 ， 可 以 把 等 式 (25.3) 写 成 下 列 矩 阵 
形式 ; 

V'(P')=TV(P), (25.4) 

其 中 了 全 = 人 (有 ) 只 依赖 旋转 有 由 于 (25.2)， 和 矩 阵 了 必 为 么 
正 的 . 

着 86 一 e* 是 一 个 绝对 值 为 1 的 复数 , 则 函数 罗 与 B 罗 
确定 同一 状态 ， 因 而 罕 隆 可 以 乘 以 常数 因子 B=e*s。 所 有 算 
阵 87 的 集合 (8 在 复 平 而 内 单位 圆周 上 变化 ) 可 称 作 投 影 女 
正 变换 (Tg)， 这 些 变换 构成 投影 么 正 变 换 群 (射影 西 群 ). 
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著 相继 进行 两 个 空间 旋转 中 和 人 ( 先 8 后 PR)， 则 得 到 一 

个 新 的 旋转 RS， 显 然 有 : | 

T(RS)=BT(R)T(S) (B=e®). (25.5) 
关系 式 (25.5) 可 表示 为 : 投影 么 正 变换 Ts 构成 Os 群 的 一 个 
“投影 么 正 表 示 ”. 

@s 群 是 单纯 群 ， 除 了 它 自身 以 及 只 包含 1 的 单位 子 料 
外 ,没有 正规 子 群 ， 在 Math. Zeitsehrift 38，p. 780,， 我 证 明 
过 , 单纯 李 群 的 任 一 么 正 表 示 是 连续 的 ， 该 证 明 对 投影 么 正 
表示 辣 样 成 立 ， 因 而 Ts 是 尺 的 连续 函数 . 

用 适当 的 因子 68=e* 乘 矩 阵 人 了， 并 且 可 以 假定 它们 的 行 
列 式 是 1 这样 所 剩 下 的 唯一 任意 性 是 以 一 了 代 了 ， 司机 
《25.5) 可 以 简化 为 . 

T(RS)= tT(R}IT(NO). (25.6} 
这 考 去 年 阵 全 构成 旋 转 群 Cs 的 一 个 双 值 表示 . 

对 及 =1， 可 以 选择 了 (BR)=1, 7 的 连续 竹 现 在 缆 活 
着 当 忌 在 Ca 中 工 的 某 个 邻 域 中 变化 时 ， 和 矩阵 了 (B) 可 以 
张 以 因子 6= 土 1, 使 所 得 到 的 矩阵 67 的 所 有 元 素 与 单位 甜 
阵 相 应 元 素 之 差 小 于 8。 因而 矩阵 67 (现在 又 可 以 把 它 叫 
做 了 了 ) 是 在 1 的 邻 域 品 中 唯一 确定 的 BB 的 连续 防 数 .对 于 
R=S=1,，(25.6) 中 的 因子 土 1 是 1， 因 而 由 于 连续 性 , 对 邻 . 
域 U ee 与 S, 它 是 1. 

冯 : 诺 意 坚 证 明了 , 这 样 一 个 李 群 药 工 的 邻 域 的 连续 究 示 
总 是 解析 的 ,而且 为 表示 群 的 无 穷 小 变换 的 起 阵 记 确定 包 . 因 
而 所 要 求 的 双 值 表示 及 >T(R) 由 表示 Ca 群 的 无 穷 小 旋转 
的 算 阵 了 ,1y, 唯一 地 确定 . 


@ ”该 定理 的 一 个 较 简 单 的 证 明 , 在 测 引 用 过 的 作者 论文 的 脚注 2 中 给 主 . 
( 见 Math. Zeitschr. 36) . 
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在 第 三 章 中 , 我 们 已 经 利用 对 易 关 系 Tip 一 To7o= 了 等 ， 
确定 了 所 有 可 能 的 矩阵 组 Te，7v，7:， 得 到 不 可 约 表示 就 是 . 
po0， Pi DT 而 所 有 人 么 正 表 示 都 是 完全 可 约 的 . 


在 我 们 的 情况 下 , 需要 一 个 二 维 表示 . 因此 只 能 取 二 维 
平凡 表示 了 (RBR) 一 1 或 者 不 可 约 表示 p3。 而 使 z- 轴 反 向 的 施 


转 一 定 会 把 本 征 函 数 (W, 0) 变 成 本 征 函 数 (0, 9)， 因 此 , 平 
凡 表示 不 可 能 , 唯一 可 能 的 是 表示 p;. 
按照 8 20 的 理论 , 表示 的 无 穷 小 变换 是 : 


1 {0 1 
去。 南路 


多 22\1i 0 
1 0 一 4 
| S82 si(, 0 | (25.7) 
| 1  _ 1/1 0 
了 :一 D7 “~ 去 (0 “| 
OC. 无穷小 旋转 


如 果 我 们 对 函数 对 《 册 , 如 ) 施 加 一 旋转 , 其 结果 由 (25.3) 
给 出 。 也 可 以 分 两 步 达 到 同一 结果 ， 首 先 对 点 了 施加 一 旋 
转 ,把 函数 册 , 变 成 由 下 式 确 定 的 ww: 

pu(P')=,(P), 

然后 再 用 抢 阵 2( 忆 ) 对 函数 对 (pi，ga) 作 线性 变换 : 

ya P) 一 立 加 pv(P)， (25.8) 
现在 施加 一 无 穷 小 施 转 , 辟 如 说 绕 w- 轴 . 这 就 是 说 : 绕 w- 轴 
作 转 动 角 为 a 的 旋转 BR。， 对 a 取 微 商 ， 再 令 a 一 0。 如 果 取 
(25.8) 右 侧 对 a 的 微 商 ， 就 必须 象 通常 那样 对 乘积 9, 取 
微 商 , 即 先 微 分 第 二 个 因子 , 再 微分 第 一 个 因子 , 最 后 把 两 部 
分 结果 相 加 .也 就 是 说 ， 必须 先 对 点 卫 施加 一 无 穷 小 旋转 ，. 
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然后 以 表示 p3 中 对 应 于 无 穷 小 旋转 的 线性 变 换 作 用 于 函 


数 对 ( 灿 , 由), 而 不 改变 点 卫 , 最 后 把 这 两 个 结果 相 加 ， 
由 8 20 我 们 知道 , 第 一 步 ， 即 以 点 卫 的 无 穷 小 旋转 作用 
于 函数 对 (Wi, 业 ) 或 罗 , 所 得 结果 如 下 : 


(5 sl 襄 一 部 于 


第 二 步 得 到 的 是 Ts 罗 ， 其 中 Ts 是 由 (25.7) 确 定 的 二 阶 和 矩阵 . 
因而 对 多 作 一 无 穷 小 旋转 的 总 结果 为 ; 


0 9 1 
KD = 一 人 y 车 训 )?+ 萝 sS12 
完全 一 样 ， 有 : 
0 9 1 
KJV = -人 部 一 到 ) 到 十 亏 $2 
0 0 1i 
KV = (ey 六 )+ 训 3. 
D. 角 动 量 
现在 我 们 要 从 无 穷 小 旋转 过 渡 到 角 动 量 ， 在 没有 自 旋 的 
景 子 力 学 中 , 角 动 量 沿 o- 轴 的 分 量 是 ， 
,= —i(y 各 一 ) (25.9) 
因而 , 如 果 以 饥 乘 总 的 无 穷 小 旋转 的 算 符 ， 
9 0 1 
z= -(y 北新 )+ 训 呈 (25.10) 


则 第 一 项 怡 好 就 是 轨道 角 动 量 算 符 Lo。 这样 ， 把 乘 上 同样 
因子 读 的 第 二 项 当 作 自 旋 角 动 量 , 看 来 是 合理 的 . 

狄 拉 克 在 他 1928 年 的 著名 论文 <IThe Quamtum Theory 

of the 了 lectron> (Proc. Royal 8oc. A117, p. 610) 中 ， 令 人 

信服 地 证 明了 这 种 看 法 是 对 的 .其 证 明 是 基于 角 动 量 守恒 定 

es TI37 。 


理 , 犹 拉克 假定 它 成 立 ， 事 实 上 , 对 电子 角 动 量 的 所 有 测量 都 : 
是 以 总 角 动 量 守恒 的 假定 为 基础 的 . 证 明 的 方法 如 下 ; 

假定 电子 在 具有 关于 4- 轴 的 柱 对 称 性 的 场 中 运动 。 此 
时 , 哈密 顿 算 符 及 与 绕 2- 轴 旋转 的 算 符 如 对 吻 : 

RH=HR. 
取 马 对 转动 角 a 的 微 商 , 并 令 a 一 0, 得 到 无 穷 小 旋转 的 算 符 
Ks, 因而 
Kli=HKE,. 

这 就 是 说 ,关于 到 ;的 守 入 定律 成 并， 而 五 。 是 两 项 之 和 : 


0 Oy/ 2 
一 项 乘 上 ji, 是 轨道 角 动 量 算 符 ， 因 而 
后 二 -sa 一 二 hs (25.11) 


恰好 是 这 样 一 个 算 符 ， 即 我 们 必须 把 轨道 角 动 量 算 符 加 上 此 
算 汐 Be 0 由 此 可 见 : 


可 hsi 


还 是 自 旋 角 动量 的 o- 分 量 ， 完 全 一 样 , 于 iss 和 地 iss 是 自 
旋 角 动量 在 y- 和 和 方向 的 分 量 
态 (Wi, 0) 和 (0, 曙 ) 分 别 是 算 符 8 的 具有 本 征 值 +1 和 


一 1 的 本 从 说 数 ， 故 在 这 两 个 态 中 ， 自 旋 角 动量 应 为 十 到 下 


Sa 


五 . 破 人 金属 谱 项 的 双重 分 且 

在 下 面 ， 用 而 表示 对 (了 0), 而 用 ww 表示 对 (0, 1)， 这样 
任意 函数 对 轨 = (hs, 2) 就 可 以 写作 ， 
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PD = taus, ... (25.12) 
其 中 山 , 加 是 空间 坐标 9 的 函数 . 
由 (25.12) 可 以 立即 推 得 碱 金属 谱 项 的 双重 分 裂 . 事实 
上 , 只 要 忽 咯 自 旋 轨 道 相 互 作用 , 和 由 就 是 同一 微分 方程 
的 解 。 对 任 一 对 量子 数 (n, 中 ,微分 方程 有 21 十 工 个 线性 独立 
移 解 : 
VY” (m=1,1—1,., —)). 
如 果 我 们 以 全 或 如 乘 这 2 二 工 个 解 , 就 得 到 2(21 十 切 个 
乘积 : 
fw 与 ry, 
它们 在 旋转 下 , 按 下 面 的 表示 变换 
je. +pr# ( 当 1>0)， 


( 当 ! 一 9). 


x = 
ph P¥ 


假定 自 旋 -轨道 相互 作用 的 规 
律 在 旋转 下 是 不 变 的 ， 我 们 可 以 得 
出 结论 : 谱 项 pi、p: 可 以 分 弹 ， 
而 进一步 的 分 裂 是 不 可 能 的 ， 这 
样 ,对 1>0, 将 得 到 双 项 ,而 对 1 一 0， 
将 得 到 单项 ， 标志 表示 @ 的 量子 
数 : 


3 eh 
7 一 1 十 可 或 7 一 忆 


称 为 电子 的 内 量子 数 ， 在 此 两 种 情 
沉 下 ， 都 正好 有 27 十 1 个 本 征 函 数 


| 由 
具有 同一 能 量 ， 当 有 一 夏 场 破坏 了 。 四。 涯 线 如 的 畏 细 结构 
旋转 对 称 性 时 , 简 并 消除 , 对 每 种 情况 ,都 分 成 27 十 工 个 项 . 
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F. 反 演 8 
现在 我 们 来 研究 在 反 演 8 
WV=—8, Y=—Y, 2=——% 
之 下 , 自 旋 函 数 避 和 ws 的 行为 . 

在 此 ,我 们 可 以 再 一 次 假定 wi, wz 在 8 下 变 为 ww 和 ww 的 : 
线性 组 合 . 

S$U1 = W1811 + WoSo1; 
SVs 一 1813 十 WaSo2， 

由 于 反 演 s 与 所 有 的 旋转 及 都 可 对 易 , 可 知 矩 阵 S = (8y) 
与 不 可 约 表示 ps 的 所 有 算 阵 都 可 对 易 。 按 舒 尔 引 理 ,S 必须 
是 单位 矩阵 的 倍数. 

S=AM\l. 
和 的 值 是 完全 任意 的 , 因为 A 和 和 代表 同一 状态 . 最 简单 
的 选择 法 是 入 =1， 这 样 我 们 可 以 认为 ww, ww 在 反 演 s 下 不 
变 . 


SU1 = Ui, SW = Wo, 


$26 狄 拉 克 波 动 方程 


自 旋 波 函数 变换 性 质 的 推导 与 任 一 特殊 的 波动 方程 无 
关 . 这 个 推导 带 有 一 种 强加 的 性 质 ， 其 结果 也 可 以 被 用 于 几 
个 电子 的 情况 . 

对 一 个 电子 ， 狄 拉克 中 建立 了 具有 下 列 性 质 的 波动 方 
程 ; 

1) 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的 . 

2) 能 准确 地 给 出 氢 原 子 谱 项 的 双重 分 裂 . 


中 P.A. M.Dirac: The Quantum Theory of the Electron,Proc. Royal. 
Soc. (A) 117, p. 610 和 118, p. 351 (1928). 
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3) 能 准确 地 给 出 电子 磁 矩 的 值 . 
狄 拉 克 的 出 发 点 是 ， 注 意 到 依赖 时 间 的 薛 定 雇 波 动 方 
程 : 


FO -HWY (0 -去 ) 


只 包含 多 对 时 间 的 一 阶 微 商 ， 而 这 意味 着 在 任意 时 刻 上 体 
系 的 状态 完全 由 t=0 时 刻 的 初始 状态 决定 。 狄 拉克 把 这 表 
述 作 ， 只 要 知道 初始 波 函 数 图 ， 则 任 一 力学 量 在 任 一 时 刻 的 
值 取 在 某 一 区 间 内 的 几率 就 知道 了 . 

犹 拉 克 给 自己 提出 了 这 样 一 个 课题 . 建立 一 个 关于 对 的 
一 阶 微 分 方程 , 它 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的 , 且 在 没有 外 场 的 
情况 下 与 巧 登 (Gordon) 的 二 阶 方程 等 价 . 

下 面 我 们 将 使 用 这 些 记号 . 

V0t, Wm, VE=Y, VY; 


90 一 二 0 


Zu 一 一 法 9。 (a=0, 1, 2, 3); 
P= —po, P=—Ppe (k=1,2, 3); 
Pp = —ip = +ipo. 
在 无 外 场 情 况 下 , 戈 登 的 二 阶 波动 方程 可 以 写成 : 
{— (Cp)?+ CP) + Pp) + p) "+n =0, (26.1) 
或 者 


{Sin } y=0. (26.2) 
犹 拉克 建议 用 下 面 的 一 阶 波动 方程 代替 方程 (26.2). 
人 Syapr tue) T=0, (26.8) 
其 中 Ya 假定 为 满足 下 列 条 件 的 矩阵 ; 
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2 (a=p), 

0 {awp). 

事实 上 , 如 果 满 足 了 这 些 条 件 , 式 (26.3) 就 可 以 写作 ， 
(5 yap DP =iucy, 


Yas 十 ?ae7yc 一 2608 二 | (26 。 4) 


由 此 可 以 推出 ， 
(FYap) TD = — 0. 
把 上 式 左边 乘 出, 利用 (26.4) 就 可 得 到 : 
ZPD —pioy, 
此 式 与 式 (26.2) 等 价 ， 央 此 , 在 没有 外 场 的 情况 下 , 戈 登 的 方 
程 (26.]) 是 狄 拉 带 方程 (26.3) 的 推论 . 
犹 拉克 证 明了 条 件 (26.4) 可 以 被 四 行 四 列 的 矩阵 满足 . 
狄 拉 克 和 矩阵 上 帕 泡 利 矩 阵 . 


/ol1 a /1 0 
“i OA of™ \o -1 


按 如 下 方式 构成 : 


0001 
0 3831 001 0 
>-(， 2 )- 010 or 
1000 
0 0 0 -$ 
0s\ lo 0 i 0 
2 人。 2)- 0 -0 0 
i 0 0 0 
0 01 0 
0 ss 0 0 0 -1 
2 2)- 1 00 of 
0 -10 0 
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0 0 0 —1 


这 样 ， 狄 拉克 得 到 了 一 个 波动 方程 (26.3)， 其 中 波 函 数 罗 有 
排 成 一 列 的 四 个 分 量 : 
几 
va 
vs 
wy, 

也 可 以 用 和 伍 意 一 组 由 Ya 经 任意 矩阵 + 谈 换 得 到 的 矩阵 
记 来 代替 狄 拉克 和 矩 隆 ya 

Ta 一 TyaT (26.5) 


= 


所 得 的 方程 
Qi ype tp )v'=0 (26 .6) 
与 (26.3) 等 价 , 因为 若 令 多 ' 一 zt 罗 并 以 (26.5) 代 入 (26.6), 就 
得 到 ; 
GBTryar w+ nu) TY =0, 
或 者 
T(E Yap+ue)T =0 
此 式 与 (26.3) 等 价 . 
弗 吕 格 (Eliigge) 对 狄 拉克 方程 的 处 理 是 基于 一 组 有 用 的 
和 矩阵 闪 @， 它 们 可 以 由 狄 拉 克 符 阵 组 通过 选择 下 面 的 得 
ES 


® 9. Tligge: Practical Quantum Mechanics 1IL Chapter VI.Springer, 
1971. 
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OOPRo 


,| k=1, 2, 3), 
yx Wa 0 ) 《 ) 


二 
0 


以 下 我 们 将 采用 这 个 标准 矩阵 组 Ya. 弗 昌 格 称 为 标准 
表示 , 并 在 他 的 第 六 章 一 直 采 用 了 这 个 矩阵 组 . 
如 果 引 入 一 个 具有 电势 4" 和 磁 矢 势 45 4 生 ) 的 电 
磁场 , 就 必须 把 算 符 p", Pp*, 2 改 为 ; 
Dg t od, 


Dr=p+E A (k=1, 2,8), 
Dr- iD. 
这 样 ,我 们 得 到 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 的 方程 : 
( 袜 %De+ue ) 到 -0. (26.7) 
往 后 ， 象 前 面 引用 过 的 弗 虽 格 的 书 那样 ， 将 以 ya 表示 标 
准 矩 阵 ya. 


把 狄 拉克 和 邱 阵 推广 到 ?2” 维 的 一 种 方法 系 由 布 劳 尔 和 万 尔 中 提出 
的 ,我 将 在 此 介绍 一 下 这 个 理论 的 轮廓 . 

考虑 2 个 变量 中 的 任 一 非 奇 异 的 二 次 型 ; 

DD R.Brauer 和 H. Weyl: “Spinors in n dimensions’, American J. of 
Math. 57, p. 245， 
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Q= 5 gaor"7®, (26.8) 
其 中 复 系数 ga 一 9sa. “ 非 奇 异 ” 是 指 : 9as 的 行列 式 不 为 零 . 型 4 的 
“克利 福 德 (Clfford) 代 数 ” 是 由 单位 元 和 ?个 元 

Vi, Ua, “**, Un 


所 生成 的 复数 域 上 的 代数 ， U1, UW2, ,Un 满足 条 件 


DR (26.9) 
此 代数 有 一 包含 2? 个 元 的 基 : 
1, Wa, Uatlis, UsaUys '** (a<B<Y…). 
下 述 定理 成 立 ; 
1. 当 是 偶数 时 ， 克 利 福 德 代数 同 构 于 一 个 全 和 矩阵 代数 ; 当 n 是 
琳 数 时 , 同 构 于 两 个 全 抑 阵 代数 的 直 和 . 


2. 当 交 是 偶数 时 ， 克 利 福 德 代数 的 全 部 自 同 构 是 内 自 同 构 ， 即 它 

们 由 下 式 给 出 ; 
Us=TUaT 1 (26.10) 

在 复数 域 上 , 每 一 非 闸 异 的 二 次 型 8 都 能 通过 坐标 的 线性 变换 化 

成 系数 为 Sae 的 特殊 形式 : 
4 一 二 zx 

使 @ 保持 不 变 的 线性 变换 是 正 交 变 换 . 车 对 克利 福 德 代数 的 元 we 
施加 以 正 交 变 换 ,将 会 得 到 满足 同样 条 件 (26.9) 的 一 组 新 的 wa， 因而 
是 代数 的 一 个 同 构 . 当 ”是 偶数 时 , 可 以 利用 定理 2 并 得 到 结论 : 按 公 
式 (26.10) 变 换 wa, 可 以 得 到 正 交 变换 了. 这样, 任 一 正 交 变换 了 对 应 
着 克利 福 德 代数 的 元 *， 也 就 是 说 (因为 克利 福 德 代数 是 一 个 全 和 矩阵 代 
数 ), 对 应 着 一 个 2"(n 一 2m) 阶 的 矩阵 Tz。 当 ww 是 奇数 时 , 利用 “第 二 克 
利 福 德 代数 ”可 以 得 到 相似 的 结果 ， 而 “第 二 C0- 代数 ”是 由 偶数 因子 的 
积 : 

1, Wala, WaalyWo, *** 

所 生成 的 子 代数 ; 对 ”一 272 十 上 它 是 2" 阶 的 全 和 矩阵 代数 , 

进一步 细节 请 看 前 面 引 用 的 布 劳 尔 和 囊 尔 的 论文 或 薛 瓦 菜 
(C. Chevalley) 的 书 ;“Algebraic Theory of Spinors”， 
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27 二 分 量 旋 量 

A. 狄 拉克 方程 的 重 写 

在 8$ 23, 我 们 已 经 确定 狭义 洛 伦 效 群 的 所 有 可 微 表 示 . 即 
已 经 确定 在 洛 伦 效 群 下 线性 变换 的 量 的 所 有 类 型 ， 我 们 已 经 
奢 到 ， 所 有 这 些 量 可 以 写成 具有 带 点 和 不 带 点 指标 的 “ 旋 量 ” 
或 “ 自 旋 张 量 ”: 

ER (27 .1) 
它 对 带 点 的 指标 和 不 带 点 的 指标 都 是 对 称 的 ， 每 一 不 带 点 的 
指标 可 取 值 和 2, 而 每 一 带 点 的 指标 可 取 值 和 2*. 张 量 分 
量 (27 .1 的 变换 方式 恰 如 乘 积 ， | 
Guyb0bo. br., 
1 bi. 

其 中 对 (四) 在 SL.(2) 群 下 旬 关 量 一 样 变换 ,而 对 ( ”) 近 和 
共 二 线 性 变换 而 变换 . 

现在 ， 狄 拉克 四 分 量 旋 量 是 在 洛 伦 兹 群 下 线性 变换 的 
量 . 因而 一 定 能 够 找到 四 分 量 旋 量 的 二 分 量 旋 量 表达 式 ， 并 
用 旋 量 分 析 的 符号 重 写 狄 拉克 方程 ， 这 些 可 以 按 下 述 方式 完 
成 . 

仿照 弗 吕 格 , 可 以 把 四 分 量 旋 景色 写作 ， 


yu 下 bi ys 
(人 Ws yw) 
利用 标准 矩阵 组 . 
0 —isy /1 0\ 
n(n 0 ) mo i 
可 以 把 波动 方程 (36.7) 写作 ， 
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swDr 二 (iD 二 Ne) 加 一 0， 
(27 .2) 
SSD 人 Ja 十 ( 一 全 站 +ic) w= 0, 


或 引入 Dr =i 后 写作 . 
> sigD ts t+ (CD? + pce) 二 0， 
. (27.3) 
人 > sz 有 十 《让 一 He) 加 一 0. 
了 


在 无 外 场 情况 下 , 算 符 7 和 D* 是 : 
Dp = — po= 怕 Oo (80= 二 2:), 
Dp = p= C—O, 
因而 (27.3) 可 以 写成 : 
3 
一 匡 sw ao 加 十 ( 计 go 二 Ke 加 一 0， 
。 (27 .4) 
一 绩 之 S87 Do 十 《5 汪 Oo < 6 ) hs = 


容易 求 出 这 种 方 堡 的 平面 波形 并 的 角 ， 
Wo = Oae' est hy rine), 


(27.5) 


加 Er Ove Prt hy thst) 
把 (27.5) 代 入 (27.4), 电 i 
1) 具有 正 能 量 五 =jiw 的 解 ,其 中 必 远 比 业 小 ; 
2) 具有 负 能 量 的 解 , 其 加 远 比如 小 . 

， 第 一 St -电子 , 第 二 类 解 对 应 于 正 电子 。 说 得 更 
确切 一 些 , 习 2 假定 , 除 少数 空 穴 外 , 所 有 负 能 
表 都 村 占据 ,这些 空 六 光 观 得 如 同 正 电子 , 但 同时 只 有 少数 下 
能 态 被 电子 占据 . 

现在 我 们 引入 旋 量 巡 ” 和 zw 令 ， 
“147 。 


| 


wx | ) 
KX2 
取 方 程 (27 .3) 的 和 与 差 , 得 到 ， 


读 ( 00+ Sor)y 一 HLCX 
> (27 .6) 
读 ( —00— Ps0s)z— pop, 
以 so 代表 单位 矩阵 , 并 令 ， 
0=—00% 3 一 0 
可 以 把 (27.6) 重 写成 . 
法 (800° 十 86") 呈 : = MCX, 
人 (9 


在 8230 中， 和 矩阵 80，s1，82, 83 的 元 素 用 cs. 表示. 同 
样 ， 和 矩阵 s， 一 st， 一 s， 一 ss 的 元 素 用 ct 好 ”表示 .用 这 种 记 
号 ,方程 (27.7) 可 以 写成 : 
饭 立 ak Dy = cx 
(hy or 20xy 一 HACU 
( 象 通常 一 样 , 对 重复 的 上 下 指标 求 和 . ) 
也. 韦 尔 方程 
当 质 量 由 =0 时 , (27.8) 给 出 两 个 独立 的 波动 方程 ， 其 中 
一 个 是 关于 由 的 , 另 一 个 是 关于 % 的 : 


(27.8) 


Sor OW” =0, (27.9) 
Sal” *O*x,=0, (27 .10) 

或 者 用 在 (27.6) 中 使 用 的 较为 简单 的 记号 写作 : 
(—00+2Zs 0 =0, (27 .11) 
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(—00~ Zax0r)x=0, (27 .12) 
这 些 关于 零 质量 粒子 的 波动 方程 是 韦 尔 首先 提出 的 . 它 
们 对 空间 反 演 不 是 不 变 的 .因为 这 个 原因 以 及 其 他 一 些 原因 ， 
泡 利 不 承认 韦 尔 方 程 ， 当 只 涉及 电子 时 ， 这 种 否认 被 充分 证 
实 , 但 1957 年 李 政 道 和 杨振宁 @ 提 议 把 书 尔 方程 之 一 用 于 中 
微 子 . 吴 健 雄 等 人 所 做 的 实验 表明 , 在 86- 衰变 过 程 中 (在 此 过 
程 中 有 中 微 子 发 射 ) 宇 称 不 守恒 . 李 政 道 和 杨振宁 提议 用 方 
程 (27.12), 但 费 曼 (Feynman) 和 盖 尔 曼 (Gell-Mann) 指 出 方 
程 (27.11) 与 实验 更 一 致 ,或 者 按 他 们 的 说 法 .“ 中 微 子 自 旋 是 
左旋 的 “ 、 
为 了 阐明 这 点 含义 , 求 方程 (27 .了 入 ) 的 平面 波 解 : 
由 一 Cretarei [pw= Fv! hw? + bars], (27 .13) 
其 中 &' 是 一 个 二 分 量 的 常数 旋 量 ， 如 果 几 是 (27 .11) 的 解 ， 
则 c' 必须 满足 下 列 条 件 : 
(w+ Bsk)a' =0. (27 .14) 
这 个 平面 波 的 动量 矢量 是 和， 为 了 简化 计算 , 我 们 可 以 
假定 此 矢量 的 指向 为 z 轴 正 方向 。 于 是 方程 (27.14) 可 以 简 


化 为 ; 
(ao 十 Safa)a =0. (27 .15) 


矩阵 s 的 本 征 值 是 +1 和 一 1, 故 w 十 ss%hs 的 本 征 值 是 : 
go 十 和 和 w—hs. 
方程 (27.15) 列 涵 着 0 是 一 个 本 征 值 ， 因 为 a 和 hs 是 正 的 ， 
% 十 ks 不 能 等 于 零 . 故 唯一 的 可 能 是 : 
0 一 ja 一 0， 因而 加 一 o. 


@ T.D. Lee and Q. N. Yang: “Parity Non-Conservation and a Two- 
component Theory of the Neutrino. Phys. Revue 105, p. 1671 (1957)。 也 可 参 
见 R. P. Feynman and M. Gell-Mann: “Theory of Fermi-Interaction, Phys. 
Rev. 109, p. 193, 
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自 旋 矢 量 4 是 s 的 属于 本 征 值 一 的 本 征 矢 , 加， 


. Q1: 0 
-(® )-(2) 
这 就 是 说 ， 当 平面 波 的 速度 指向 上 时 , 自 旋 指向 下 , 事实 上 这 
也 可 以 说 成 “中 微 子 的 自 旋 是 左旋 的 ”. 
关于 中 微 子 理 论 的 历史 ， 可 参见 《纪念 泡 利文 集 » 中 吴 健 
雄 的 文章 (“Pauli Memorial Volume”, p. 249~303，New 
York: Interscience, 1960). 


128 多 电子 问题 、 多 重 结 构 ， 塞 曼 效 应 


现在 我 们 回 到 韭 相 对 论 理论 。 ff 个 电子 的 体系 的 状态 出 
下 面 的 防 数 给 出 . 
(Qi1, 92, %*, 9#; 01, ***, 07), 
其 中 gm 和 om 分别 是 第 rw 个 电子 的 空间 和 自 旋 化 标 . 象 § 25 
那样 , 引入 第 一 个 电子 自 旋 空 间 的 基 矢 wi, wa, 第 二 个 电子 自 
旋 空 间 的 基 矢 v1,， ws, 等 等 , 我 们 也 可 以 把 此 函数 写作 : 
WG1, 7 9; GT， 101) = Dd, (23.1) 
在 空间 旋转 下 , 隙 数 (28.1) 的 变换 方式 如 下 ; 每 对 基 矢 都 
象 忆 ,va 那样 按 旋转 群 的 表示 pi 变换 ,而 ww 象 通 常 的 空 
疗 阔 数 一 样 变换 . 乘积 w.v,…w, 自然 按 表 示 a dae 
变换 ，w, V4, … 在 反射 * 下 不 变 . 
如 果 与 自 旋 无 关 的 苏 定 读 方程 的 一 组 本 征 函 数 
pO), oe, Wg) 
对 应 于 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 如 则 只 要 忽略 自 旋 微 扰 项 ,6.2 
个 有 乘积. 
ACDL A RL (28.2)》 
» 150°% 


就 仍然 满足 薛 定 谓 方 程 . 为 了 搞 清 楚 此 4*.21! 重 谱 项 如 何 为 
自 旋 效 应 所 分 裂 ， 我 们 先 来 研究 它 在 旋转 下 如何 变 换 ， 令 
中 按 不 可 约 表 示 pz 变换 , 则 乘积 (238.2) 按 下 面 的 表示 变换 ; 

prX py X py XXp3. (28.8) 


约 化 这 个 表示 ， 就 可 以 得 到 能 被 自 旋 微 扰 进 一 步 分 离 的 不 可 
约 子 空间 . 
按 名 下 方式 约 化 表示 (28.38) 是 很 有 用 处 的 ， 即 先 把 诸 p3 
抽 子 相 乘 
pi pr pot py 
P41XP1*P1™ Pl tp tp3. 


然后 , 再 把 这 样 得 到 的 单个 项 ps 按 下 面 等 式 与 pr 相 恒 . 
(J=L+S, | 工 一 3 )， (28.4) 

因而 在 矢量 模型 中 ,这 党 是 究 把 半 个 电子 的 自 旋 序 天 合 
或 为 入， 再 把 它 与 胃 近 角 动 是 工 合成 长 此 为 有 的 总 角 动 
量 ， 让 党 奉 2 方 国 的 分 生 可 开 们 HMM =7, ST—1, 
—J). 

涩 J 称 为 食量 子 数 ,8 是 自 旋 量 子 数 ,7 是 内 景 子 数 ， 而 
好 是 似 您 是 于 涩 ， 当 有 偶数 个 电子 时 , 总 和 v 是 整数 ， 否 则 它 
们 是 闪 束 六 ， 由 约 化 乘积 (28.4) 和 自 旋 微 扰 记 引起 的 各 个 谱 
项 py 合并 返 一 多 董 项 .如 果 J 值 最 大 的 项 位 于 最 上 面 ， 则 
多 重 项 称 为 正常 的 , 否则 称 为 反 转 的 

在 下 一 前 将 看 证 明 ， 由 乘积 pI Wp 得 册 S 的 各 个 
理论 上 的 让 能 全 中 ， 只 有 一 个 在 自然 界 中 出 现 。 8& 的 这 个 值 
引起 一 组 先例 的 多 重 项 (28. 和 4， 其 所 有 理论 上 可 能 的 J 值 实 
标 上 都 会 出 现 ， 
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当 工 >8 时 , 多 重 项 的 项 数 为 25 十 1, 但 当 工 <8 时 , 重 数 
“不 能 充分 展开 `: 只 有 2L+1 项 发 生 , 特别 是 当 工 =0(5- 项 ) 


时 , 只 有 一 项 发 生 (单项 )， 尽 管 如 此 , 通常 还 是 把 8 一 亏 的 情 


况 称 为 双重 项 , 把 S=1 的 情况 称 为 三 重 项 , 等 等 这样, 我 
们 便 得 到 : 


单 项 堆 ， PP; 1D, 人 (S=0), 
双重 项 3, *P, 2D, … ( 8- 也) (28.5) 
三 重 项 :5， “pe 3D, RE (S=1). 


符号 2P 读 作 “双重 三 项 "、 用 这 一 术语 的 理由 在 于 对 5 的 选 
择 定 则 .我 们 现在 就 来 建立 这 个 选择 定 则 .多 重 项 的 各 成 分 
将 用 加 在 右 下 角 的 指标 7 区分， 例如 , 一 个 sP 项 包含 下 列 
各 成 分 “Po，:P，3P。， 
容易 确定 在 反 演 s 下 ,本 征 函 数 (28.2) 在 原点 的 行为 . 这 
是 因为 % 等 在 反 演 s 下 不 变 . 因此, 如果 yw 对 应 于 反射 特 
征 数 : 
人 也 一 (—1) 有 
贴 乘 积 428. 邹 也 对 应 于 同一 反射 特征 数 ， 在 引入 自 旋 微 扰 后 
也 不 发 生 任何 变化 . 
下 述 准确 的 选择 定 则 成 立 ; 
‘J 一 1, TI (但 没有 0->0)， 
| MSM-1, M, ML (28.6) 
人 一 也 
与 我 们 在 8 22 中 所 推出 的 相同 的 关于 发 射 光 的 强度 各 
偏振 的 相 加 结果 仍 成 立 ， 要 证 明 这 一 点 ， 只 须 把 $ 22 中 各 处 
的 工 换 成 J， 事实 上 ,证 明 仅 依赖 表示 pz 的 性 质 , 现在 pz 换 
成 了 pr. 
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关于 J 的 选择 定 则 告诉 我 们 ， 在 任意 两 个 多 重 项 的 谱 项 


之 间 , 哪些 嘱 迁 是 可 能 的 。 。 请 
图 7 表示 某 些 类 型 的 双重 
项 间 , 哪些 谱 项 可 以 并 合 ， 

以 及 相应 谱 线 的 位 置 和 强 。 ，， sp3, 
度 . rs 全 
关于 包 的 选 则 定 则 就 | i 

是 拉 泡 特定 则 ( 见 $ 22)， 图 7 正常 双重 项 间 的 跃迁 


当 引 入 一 个 轴 对 称 的 微 扰 ,使 (27 十 1) 重 旋转 简 并 消除 ( 塞 曼 
或 斯 塔 克 效 应 )， 此 时 关于 歼 的 选择 定 则 成 立 . 在 这 样 小 的 
微 扰 下 ， 所 发 射 的 分 裂 的 各 谱 线 强度 闻 的 关系 可 由 式 (21 .9) 
得 出 . 

只 要 多 重 分 裂 ( 自 旋 效 应 ) 很 小 (因而 特别 是 对 于 轻 元 
素 ), 下 列 选择 定 则 成 立 ， 

ea 7 了 二 1，(〈 但 0 一 0 除外 )， 
性 一 个. 

事实 上 ,如 用 x, 之 y 或 袜 z 乘 以 近似 本 征 函 数 (28.2)， 
并 把 乘积 用 (28.2) 展 开 ， 则 (28.7) 可 以 很 简单 地 由 下 面 事实 
得 出 : 乘积 oo… 不 变 , 而 (2) 则 中 向 小 9 展开， 因此 还 是 没 
有 自 旋 微 扰 时 出 现 的 那些 必 ? 出 现 ， 从 而 它们 也 就 满足 原来 
的 关于 工 的 选择 定 则 , 而 自 旋 函数 ww … 以 及 它们 的 属于 表 
示 ps 的 线性 组 合 在 展开 式 中 完全 不 变 . 

由 于 自 旋 微 扰 的 结果 ， 违 反 规则 (28.7) 的 谱 线 也 能 够 发 
射 ， 例 如 ,三重 项 和 单项 的 并 合 在 重 元 素 中 是 十 分 常见 的 

规则 S 一 5 表明 , 某 一 元 素 的 整个 谱系 分 为 不 同 的 线 系 ， 
每 一 线 系 对 应 于 具有 间 一 5 值 的 谱 项 系 . 这 些 谱 项 系 按 方 
案 (28.5) 分 别称 为 单项 系 , 双重 项 系 ,…. 


(28.7) 
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【 例 】 对 于 有 两 个 价 电子 的 轻 原 子 ， 如 也 e，Be，Mg., 我 
们 发 现 一 个 单项 系 和 一 个 三 重 项 系 不 相互 并 合 〈 见 $ 29 中 的 
图 9). 这 珊 个 项 系 中 的 和 -项 都 是 单项 , 尽管 其 一 由 于 属于 三 
重 项 系 而 被 称 为 三 重 S 项 (CS) 

反常 塞 曼 效应 ”按照 8 25， 波 动 方程 中 线性 依赖 于 磁场 
强度 的 扰动 项 , 对 于 没 条 方向 的 均匀 场 由 下 式 给 出 : 

KH (2 十 2 一 (NT 一 zx 万 (1 十 

让 我 们 一 开始 就 假定 ,和 盒 扰 小 于 多 重 分 裂 \ 弱 磁场 )， 王 
是 ,根据 微 扰 理 论 , 对 于 属于 其 一 多 重 项 的 线性 空间 站 p+ 必 
须 构 造 式 (NH 十 S29 并 把 它 向 几 展开 ， 然 后 选 出 属于 
同一 线性 空间 or 的 那些 项 她 ， 和 由 于 Ma?= My 
只 须 计算 Sy??， 完 侈 一样, 可 以 计算 Sep? 和 SJ?” ， 因 
此 ， 我 们 必须 抬 核 表示 xm 变换 的 一 组 琐 数 向 好 "展开. 
利用 8 21 的 结果 ， 对 应 某 一 线性 空间 Yar+z 的 所 有 展开 系数 
让 纯粹 的 群 论 考虑 所 唯一 地 确定 , 因而 ,车 So Sy Sa 是 由 中。， 
Sy，S;: 按 下 述 方 式 得 出 的 算 符 ， 把 级 数 展开 式 中 不 在 空间 
Y244 内 的 项 全 部 除 掉 ， 而 者 了 政 ,，MHY,， Ms 也 是 用 类 似 广 式 
得 出 的 算 符 ， 则 55, SS 必 与 及 %;， 有 以 ,，MH: 重合 到 只 差 一 
个 因子 6: 
所 以 Ss= BMs, Sy=BMy, Ss=BM:, 

(M+ = 1 +B Mp = I+ MI. 

于 是 加 ”是 微 扰 问题 的 一 级 近似 本 征 阔 数 , 而 (1 十 8B)MH? 
是 磁 分 裂 . 

为 了 确定 分 裂 因 子 g9= 1 可 以 利用 下 面 指 方 法 : 构造 
标 积 ， 
于 是 (LA)=(A'S')=BA "= BI (I+1). 

LI MS SAAS IS MES, 


a 了 54 。 


只 沽 虑 上 式 左右 两 侧 算 符 的 对 应 于 空间 Yer+i 的 那些 部 
分 , 并 注意 到 这 样 一 个 事实 : 一 个 多 重 项 的 所 有 谱 线 近似 地 对 
应 于 和 2: 的 本 征 值 上 (IL 二 +1) 和 .YY? 的 本 征 值 SCS--1)， 于 是 
得 到 (水 小 的 多 重 分 裂 )， 
A eh 
册 些 计 和 其 B, 卉 后 得 到 : 


这 个 公式 与 实验 一 致 
[ 当 5 一 二 时 , 见 朗 德 的 经 验 
公式 (24.1)]， 连同 选 择 定 
网 MM-> 了 十 1， M ML 和 
强度 定 则 ， 此 公式 确定 位 
随 每 一 量子 雅 迁 L-> 荆 ， 
S 一 S', J 一 J 重新 发 生 的 
“真理 * 塞 曼 分 裂 ， 这 种 情况 
的 柯 个 例子 如 图 8 所 示 ， 平 
行 于 磁场 伪 振 的 详 线 在 图 中 
| .其 他 的 谱 线 刘 下 ， 为 了 对 照 , 用 辐 样 的 比例 尺 画 出 了 正 


图 8 赛 曼 型 ?P=> ?8 


当 位 分 型 与 多 重 分 裂 的 大 小 上 共有 辐 样 数量 级 时 ( 较 强 磁 
场 ), 必须 同时 处 理 这 两 种 微 扰 , 见 海 森 堡 和 约旦 (P. Jordan): 
<“ 量子 妨 学 对 反常 塞 曼 效应 问题 的 应 用 ?> (Anwendung der 
Quanienimechanik auf das Problem der anomalen Zeemane- 


fekte (2. f. Physik 8387, p. 263 (1929))., 


® 155 


eR dn 


第 五 章 
置换 群 与 不 相 容 原理 


8 29 全 同 粒 子 的 共振 中 


无 自 旋 和 无 相互 作用 的 一 对 电子 ， 其 定 态 由 下 列 本 征 郴 
数 确定 : 
Dg1, q2) = (91) 2(92), (29 .1 
这 里 大 和 是 单个 电子 妇 一 化 的 本 征 函 数 ， 若 及 和 加, 是 
它们 各 自 的 能 量 , 则 整个 体系 的 能 量 就 是 : 
B= Et hE. 
同样 的 能 量 也 属于 在 (29.1) 中 对 电子 进行 置换 (12) 而 得 出 的 
另 一 本 征 函 数 ， 
V'= (12) B= (9) W201). (29.2) 
由 函数 多 和 有 可 以 构成 和 与 关 ; 
,= P+ (12)Y, 
,=p (12)Y, 
函数 四 ,是 对 称 的 , 即 ; 
(12)W,=V,, 
而 函数 久 。 是 反对 称 的 , 即 : 
(12)W, = 一 了 
对 称 函 数 构 成 希 耳 伯 特 空间 的 子 空间 ， 反 对 称 函 数 构 成 
田 一 个 半空 间 .， 两 个 子 空间 上 只 有 0 是 公共 的 、 每 个 范 数 罗 
是 一 个 对 称 函 数 . 
DD 见 W. Heisenberg: Mehrk6rperproblem und Resonanz in der Quan- 
tenmechanik. Zeitschr, f. Fhys. 38, p. 411 (1926), 
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于 (四 二 (12)W) 
与 一 个 反对 称 函 数 : 
去 (多 一 (12)T) 


之 和 .因此 希 耳 伯 特 空间 是 对 称 函数 和 反对 称 函 数 两 个 子 空 
间 的 直 和 . 两 个 子 空间 是 正 交 的 ， 所 有 标 积 < 轨 ,, 多 ,> 都 是 
学 : 

只 要 略 去 相互 作用 ， 色 ,和 人 色 。 二 状态 便 有 相同 能 量 
加 ,十 加 。 现在 我 们 将 相互 作用 看 成 微 扰 .， 因为 相互 作用 算 
符 玉 与 置换 (12) 可 对 易 ， 它 使 对 称 函 数 罗 。 变 换 成 对 称 函 
数 ， 使 反对 称 函数 多。 变换 成 反对 称 函 数 ， 我 们 可 以 将 微 扰 
理论 分 别 应 用 到 两 个 子 空间 中 的 每 一 个 上 ， 微 扰 的 结果 常 使 
谱 项 分 裂 : 属于 函数 罗 , 和 色 。 的 能 量 常 不 相等 . 

应 用 一 级 微 扰 理 论 可 以 粗略 估算 出 微 扰 后 的 能 量 ， 这 就 
是 说 : 仍 保留 (29.1) 和 (29.2) 的 本 征 函数 , 但 是 修正 的 本 征 值 
由 $7 叙述 过 的 久 期 方程 来 确定 . 

最 简单 的 情况 是 两 电子 的 状态 相间 . 

Wi =w,. 
为 了 确立 这 一 概念 ， 我 们 来 讨论 氮 原 子 的 基态 ， 它 的 两 个 电 
子 在 最 低 的 s- 态 (1s)， 在 此 情况 下 ,是 零 ， ,恰好 是 乘积 
(除了 差 一 个 因子 2)， 
WV = (gh (ga). 
因为 册 是 归 一 化 的 ， 吧 也 是 归 一 化 的 : 
VD, VS=1., 

哈密 顿 量 五 可 以 写成 瓦 士 环 ， 这 里 Ho 是 无 相互 作用 

时 的 哈密 顿 量 , 而 W 是 库伦 相互 作用 能 量 62/ris， 久 期 方程 


。 了 IT57 。 


et aperR ,0 ra， 


是 一 次 的 , 哈密 顿 量 五 = 五,+W 在 罗 态 的 能 量 修正 值 
为 . 
B=V, HY- CT, Hop>+CV, WYS 
-Bt Bt {WC WCgs) EE wi(q) hr (9s)dgdgs. 
其 次 讨论 两 电子 在 不 同 状态 的 情况 : 
i 天 
为 了 明确 起 见 ， 我 们 设 册 是 一 个 s- 态 的 本 征 函 数 ， 而 go 可 
以 是 属于 任意 1 值 的 (21+1) 个 本 征 函 数 中 的 任意 一 个 ， 同 
前 面 一 样 , 对 每 一 个 确定 的 mn 值 , 可 以 组 成 乘积 多 与 到 ' 以 
及 它们 的 和 做 , 与 差 罗 。， 两 个 乘积 罗 与 多 ' 属 于 总 量子 数 
M=0+m=m. 
的 同一 值 ， 因 为 哈密 顿 量 五 = 五 +W 与 ,可 对 易 , 可 以 分 
别 讨论 每 一 个 Mr 值 , 而 久 期 方程 只 能 是 二 次 的 ， 同样 , 因为 
可 以 把 算 符 分 别 作用 在 对 称 的 和 反对 称 的 波 函 数 上 ， 我 们 有 
两 个 分 离 的 一 次 久 期 方程 ， 瑟 多 , 是 对 称 函 数 , 必须 把 它 展开 
成 对 称 函数 , 而 把 五 罗 。 展 开 成 反对 称 函数 : 
和 
HV, = 8 十， 

十 … 各 项 分 别 与 主要 项 a, 或 BWV, 正 交 . 

(29.3) 右 侧 的 系数 a 和 可 由 下 述 标 积 决定 ， 
_ <V,, HY,y. 

ry WD 


pe CW,, HY ‘ 
By Wy (29.5) 


我 们 已 假定 业 和 是 同一 本 征 值 问题 的 不 同 的 解 。 因 
此 它们 正 交 ; 


(29.8) 


C (29 .4) 


加 >=0， 
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我 们 也 假定 加 和 是 归 一 化 的 : 
<Wa， >=1; ws, dz> 一 工 
现在 不 难 计算 (29.4) 和 (29.5) 中 的 标 积 ， 
WV,, DO= V+Y', V+Y'Y 
=V, V+Y, VITA DHLD', PY. 
在 此 求 和 式 中 ， 中 间 的 两 项 全 是 零 ， 其 余 的 两 项 《至 ,到 > 和 
< ， 区 "> 都 等 于 1， 因此 ， 
YY,, Y=2, 
同样 可 得 : 
VY,, HYo= V+Y', HY-+HY'Y 
=<V, HY»+ VW, HY'> 
+V', HY>+ YY', HY'>. 
在 此 求 和 式 中 , 首 项 和 末 项 相等 , 即 : 如 果 两 个 电子 相互 交换 ， 
. 标 积 保持 不 变 ， 同 样 ,中 间 两 项 也 相等 .因此 ， 
WV,, HY >=2<D, HY>+2CV, HY'). 
现在 (29.4) 变 为 . 


a= 7, HD>+V, HV'>. (29.6) 
同样 ， (29. 5) 得 出 : 
B=V, HY>— VD, HV'>. | (29.7) 


量 a 和 6 是 能 量 的 修正 值 ， 它 们 的 平均 值 正 是 能 量 在 多 
- 态 的 平均 值 . 


另 一 方面 ， 两 个 能 量 之 差 为 2w， 此 处 . 
w= VT, HY = PV, Hop' +, WY'y. (29.8) 
第 一 项 是 : 
。 159。 


WV, Hod' >= CV, (E+ bE)D> 
= (EitE) hh (9) Wa(92), Vi.(q2) V2(q1)> 
= (E+ E91), Ya 91)>* Cha (qa), Vilg2)> 
0 
因为 遇 和 正 交 ， 因 此 由 (29.8) 得 出 ; 
w= VW, WE 


= (gD) (gs) 2 
em 
如 果 gs 近似 地 等 于 q1， 因 子 1/r1s 很 大 ， 此 时 被 积 函数 
为 正 , 因为 乘积 


一 由 (g2) Wa(91)dq1d92. (29.9) 


hil(q1 Wi (qn) (91) Wa(91) 
总 不 为 负 ， 所 以 交换 积分 w 在 多 数 情 形 下 是 正 的 . 这 意味 
着 : 对 称 态 多, 通常 比 反 对 称 态 罗 , 的 能 量 高 . 
海 森 堡 对 氮 原 子 计 算 (29.6) 和 (29.7) 的 积分 ， 得 出 对 称 
项 和 反对 称 项 的 数量 级 与 实际 @ 相 符 得 很 好 ， 氧 的 基态 是 对 
称 态 ， 由 希 勒 拉 (KK. A. Hylleraas)@ 以 及 后 来 由 贝 芝 莱 
(Bazley)@ 以 更 大 的 精确 度 对 它 进 行 计算 得 出 与 光谱 的 测定 
非常 符合 . 
状态 到 ,和 到 。 可 以 用 对 称 性 特征 数 z 来 区 分 , 后 者 对 对 
称 态 多, 取 十 1 值 ,对 反对 称 态 罗 , 取 一 1 值 .容易 得 到 对 称 性 
特征 数 x 的 选择 定 则 .假如 将 对 称 的 或 反对 称 的 本 征 函 数 轨 


人 O” 克 ，Teisenperg: 《关于 两 电子 原子 体系 的 光谱 » (Uber die Snektra 
von Atomsystemen mit zwei Elektrywen). Zeitsch. f. Physik 39, p. « 99(1926). 

@ EE.A. Hylleraas: Zeitschrift f. Physik 54, p. 347 (1929). 

@ 入 . W. Bazey: 《应 用 于 毛 原 子 的 本 征 值 下 限 > (Lower boun3s for 
eigenvalues with application to the Helium atom). Procceaings Nat. Acad. of 
Sciences 45, p. 850 (1959). 
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乘 以 Zw，39 或 32, 结果 将 是 同类 的 函数 .在 这 种 乘积 的 展 
开 式 中 ， 只 出 现 对 称 性 特征 数 x 相同 的 函数 . 因此 的 选择 
定 则 为 ， 

A 

根据 § 28 的 理论 ， 人 们 大 概要 猜想 每 一 谱 项 分 裂 成 三 重 
项 各 单项， 实际 上 对 称 项 上 只 表现 为 单项 , 反对 称 项 只 表现 为 
三 重 项 ， 这 种 现象 用 下 一 节 将 讨论 的 泡 利 不 相 容 原理 可 以 得 
到 说 明 . 例如, 对 于 单项 ,x= 一 1, 它 只 与 单项 结合 ; 而 对 于 三 
重 项 , x= 十 1, 它 只 与 三 重 项 相 结 合 ( 参 看 图 9)， 在 氨 的 基态 
中 ,两 个 电子 都 在 最 低 的 s- 能 级 , 因此 有 办 =Ve 和 x=1. 
从 而 基态 属于 单项 系 . 

我 们 现在 研究 旋转 作用 下 对 称 和 反对 称 本 征 函 数 的 行 
为 . 主要 是 : 置换 (12) 不 仅 与 能 量 算 符 五 ， 而 且 还 与 所 有 旋 
转 可 对 易 ， 因 之 , 我 们 可 以 分 别 讨论 对 称 波 浮 数 和 反对 称 波 
函数 这 两 个 子 空间 ， 哈密 顿 量 五 和 所 有 旋转 将 两 个 子 空间 
中 的 每 一 个 都 变换 成 其 自身 . 因此 , 在 每 一 个 子 空间 都 有 旋 
转 群 0 的 表示 . 如 所 周知 ， 一 切 Cs 的 表示 都 是 完全 可 的 
的 . 不 可 约 单 值 表 示 是 po, pu p，…， 它 们 分 别 给 出 S-， 
也 -，D~ 项 …. 

我 们 现在 问 : 考虑 到 对 称 性 特征 数 x= 土 1， 单个 电子 的 
s-，p-， dq- 项 如 何 形成 整个 原子 的 S-, P-, D- 项 等 等 ， 我 
们 用 下 列 符号 表征 单 电子 没有 自 旋 的 波 函 数 水 . 

Vnim:g), 


其 中 尺 为 主 晤 子 数 , 7 为 角 量子 数 ，m 为 磁 量 子 数 . 根据 86 
有 : 

由 ago gq)=f(r)Y™ (0, 9), 
其 中 了 ;是 球 谐 函数 . 假如 只 限于 两 个 电子 并 略 去 它们 
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单项 系 三 项 系 
1s5s'S 1s5pip1 #53:D]s57 p195s’s 1s5p3P 1s5d3D 135f3P 
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9 氮 原 子 光 溢 
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的 相互 作用 ， 对 于 给 定 的 ww 和 mw，? 值 可 以 构成 
(2 十 1 人 27 十 1 个 乘积 : 
P=ynm|g) yn lm |92)， 
还 有 置换 后 的 乘积 : 
(12)V = (nmig) yw tm |g). 
于 是 得 到 2C21+1) (2 +1) 
个 属于 同一 能 量 值 五 = 十 的 近似 本 征 函 数 ， 假如 量子 
数 对 (n, D) 不 同 于 (w,， 思 7， 则 所 有 这 些 本 征 函 数 是 线性 无 关 
的 。 此 2(27+1) (27 十 1) 个 乘积 生成 的 线性 空间 是 两 个 子 空 
闻 的 直 和 , 其 中 之 一 由 (22 十 1) (2 十 1 个 对 称 函 数 
B= D+ (12)P 
.生成 , 另 一 个 则 由 (22 二 1) (27 二 1 个 反对 称 函 数 
Ws = (9) 
生成 . 
在 其 中 每 一 个 子 空间 内 , 都 有 对 称 群 的 乘积 表示 , 即 : 
piX pur= put ptit pu 之 pr， (29 .10) 
这 意味 营 . 不 论 在 对 称 的 或 反对 称 的 子 空间 , 都 有 几 个 按 不 可 
约 表示 pi 变换 的 子 子 空间 , 这 里 工 由 1+ 7 取 到 ll 一 WI. 每 
个 工 值 均 出 现 二 次 ， 一 次 在 对 称 子 空间 ， 另 一 次 在 反对 称 子 
空间 . 
假如 考 虚 两 个 电子 之 间 的 相互 作用 ， 则 所 有 这 些 子 子 容 
间 可 能 属于 不 同 的 能 量 值 . 通常 属于 对 称 函 数 罗 , 的 能 量 全 
高 于 反对 称 函 数 ws 的 能 量 值 . 
如 果 两 个 电子 “在 相同 的 轨道 上 ”, 即 %=w 和 ?= 六 情况 
将 略为 复杂 一 些 ， 此 时 , 只 要 交换 m 和 mm, 就 可 由 
DV=ynln|g) bn | 93) 
。 了 703 。 


得 到 函数 ; 
(12) = 的 . g2) pnbm’ |g). 

这 表明 ， 范 数 (12) 轨 已 经 包含 在 函数 多 之 中 ， 从 而 代 埠 " 
2(21-+1)?, 我 们 只 有 i et 基本 … 
的 对 称 本 征 函 数 灾 . 是 : 

V+)V = mg) ym 92) 十 四 (oa lg) ml ga), 
式 中 略 去 指标 m 和 % 基 本 的 反对 称 了 区 数 是 . 

V12)V = mg) bm | gs) —b mo) Ym| gs). 
在 对 称 情形 下 , 可 以 假设 m%w 宇 m'; 在 反对 称 情形 下 ， 和 > 人 2 
算 符 工 ; 在 这 两 种 情形 的 本 征 值 为 : 
M=m+nm. 
我 们 现在 研究 用 的 每 一 可 能 值 出 现 的 次 数 ， 讨 论 !=2 的 情 
形 .， WAM 的 可 能 值 是 ; 


在 对 称 情形 ， 
(mm = 2) M=4, 3, 2, 1, 0 
(m= 1) M= 2 1, 0， 一 工 
(m= 0) M= 0, —1, —2 
(m= 1 M= 一 2， 一 3 
(m= -2) M= 一 4; 
在 反对 称 和 情形 ， 

(m= 2) M- 3,2,1,0 

(m==-1) Af- 1, 0， 一 工 

二 OO 人 1 -一 1 ， 一 2 
n= 二 一 1) 而 : -3, 


在 这 两 种 情形 下 ，M 的 两 个 最 大 值 都 出 现 -- 次 ( 即 ,在 对 
称 铺 形 是 4 和 3， 在 反对 称 情形 是 3 和 2)， 其 次 的 两 个 值 (2 
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和 并 或 三 和 0) 出 现 两 次 , M=0 在 对 称 情 形 下 出 现 三 次 ， M 
的 负 值 与 正 值 出 现 的 次 数 一 样 . 

为 了 在 (21 十 1)? 维 的 总 表示 中 寻求 旋转 群 Os 的 不 可 约 
表示 pr, 我 们 必须 构造 从 工 到 一 工 的 诸 M 值 的 序列 ， 每 个 
这 样 的 序列 

L, L—1,., --L 
给 出 一 个 不 可 约 表示 p:， 于 是 在 对 称 函 数 罗 ,的 子 空间 中 得 
到 表示 : 

oz 二 pat-2 十 … 十 po。 《在 我 们 的 情形 下 ps 十 ps 十 po). 

在 的 子 空间 多 中 有 有 : 
Pati 十 p21-3 十 … 十 pt 《在 我 们 的 情形 下 ps 十 pt) 

在 多 于 两 个 电子 的 情形 下 , 情况 还 要 复杂 一 些 。 除了 置 
换 群 .9 的 对 称 和 反对 称 表 示 外 ,可 能 出 现 别 的 表示 . 仅 有 
的 一 阶 表示 是 对 称 表示 和 反对 称 表 示 ， 所 有 别 的 表示 都 是 高 
阶 的 。 然而 , 在 学 习 对 可 能 性 加 以 重要 限制 的 定律 一 一 泡 利 
不 相 容 原理 之 前 , 研究 爹 部 这 些 内 容 是 没有 意义 的 . 


$ 30 不 相 容 原理 和 周期 系 吃 
我 们 知道 ， 在 有 内 电子 环绕 的 原子 核 场 内 运动 的 一 个 外 
层 电 子 ,其 可 能 的 状态 是 
1s, 28, 2p, 3s, 3p, 3d, 
在 旦 和 了 Her 的 情况 下 ; 我 们 有 纯 库伦 场 , 能 量 只 由 主 量 
子 数 n 决 定 。 然 而 , 当 过 渡 到 较 高 的 原子 序数 时 , 核 场 被 内 层 
电子 所 翌 英 ,ns 谱 项 低 于 np 谱 项 ,np 谱 项 低 于 nad 谱 项 , 等 给. 


加 ”关乎 不 相 寄 原 理 氟 历史， 请 参阅 我 的 著作 : 《Exclusion Principle and 
Spin in the Pauli Memorial Volume (Fierz 和 Weisskopf 编 )>，Pp. 199. New 
York: Intersceience Publ. 1960. 
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用 经 典 的 说 法 ， 其 原因 是 s- 轨道 比 z- 轨道 更 能 贯穿 到 原子 
的 深部 , 于 是 核 场 对 2- 轨道 比 对 s- 轨道 被 屏蔽 得 更 彻底 , 等 
等 。 较 低 谱 项 通常 的 顺序 是 . 
Js,，2s, 2p,，3s, 3p,…( 见 图 5). 

3p 再 上 面 一 个 谱 项 或 是 34 或 是 4， 要 视 核 场 被 内 层 电子 屏 
蔽 情况 而 定 . 

常常 会 认为 原子 在 基态 时 所 有 的 电子 都 将 在 最 低 的 能 
级 , 即 1s 态 上 . 事实 并 非 如 此 ， 从 锂 以 后 过 到 的 情况 完全 不 
同 , 它 与 元 素 周 期 系 密切 相关 . 

周期 系 开头 是 这 样 : 


0 I 


II | Ti | IYV |v ivilyv 


了 .天 
2.Hel 3.Li | 4.Be 
10.Nelll.Nall2.Mg 
18.Arll9.K |20.Ca 


5.B 
13.Al 
21.Se 


OO IN 
14.Si j15 .也 
22.1il33.V 


8.0 1 9,F 
16.8 117.C] 
24.Cri25.Mn 


26.Fe 


37.Col28.XNi 


互 的 基态 是 4- 态 。 在 He 的 基态 中 , 两 个 电子 都 在 1s- 
态 , 并 且 总 自 旋 为 零 . 

Li 在 1s- 态 上 有 两 个 内 电子 ， 但 第 三 个 电子 一 一 外 电子 
或 价 电子 在 2s- 态 上 ( 见 图 5)。Be 的 情形 是 有 两 个 价 电 子 在 
2s- 态 上 ， 

要 是 过 渡 到 下 一 个 元 过 B， 就 发 现 基态 是 P- 态 ， 因而， 
假如 头 两 个 电子 在 13- 态 , 其 次 两 个 电子 在 2s- 态 , 我 们 不 得 
不 认定 第 五 个 电子 在 最 低 可 能 的 六 态 , 即 在 22- 态 。 我 们 发 
现 ，CG, NN, 0, 了 ,Ne 的 头 两 个 电子 在 1s- 态 ， 其 次 两 个 电子 
在 2s- 态 , 而 其 余 的 都 在 22- 态 . 

元 素 Ne 有 2 十 2 十 6 个 电子 ， 两 个 在 1s- 轨道 ， 两 个 在 
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2s- 轨道 ， 六 个 在 2p- 轨道 。 Ne 的 基态 是 S- 态 ， 即 球 对 称 
态 , 并 且 属 于 单项 系 , 这 吉明 总 自 旋 为 零 . 

下 一 个 元 素 Na( 如 匡 ) 仍 然 有 类 氧 光谱， 最 低 谱 项 是 5- 
项 ， 这 表明 价 电子 在 *- 态 . 这 个 谱 项 的 能 量 高 于 Li 的 基态 
能 量 ， 这 表明 价 电子 不 在 28- 态 ， 而 在 3s- 态 、 下 一 个 元 素 
Mg 有 两 个 3s- 电 子 ， 在 这 里 我 们 发 现 ， 第 二 周期 (从 Ne 到 
OL) 在 较 高 的 能 级 上 再 现 出 和 第 一 周期 (从 He 到 耳 ) 相同 的 
现象 ， 氧 是 充填 完了 两 个 3s- 电子 和 六 个 3p- 电子 的 体系 . 

下 一 个 元 素 K 再 一 次 有 类 和 氧 的 谱 . 价 电子 在 s- 态 ， 并 
县 有 理由 认定 为 在 4s- 态 ， 下 一 个 元 素 Ca 有 两 个 4s- 电子 . 
从 现在 起 因为 3d- 电子 开始 出 现 , 情况 变 得 更 复杂 了 . 

这 些 结论 已 经 被 伦琴 光谱 所 证 实 ， 所 有 的 实验 结果 都 与 
斯 通 纳 (Stonez) 定 则 @ 相符 : 

在 每 一 个 s- 轨道 上 ( 主 量子 数 nn 一 定时 ) 填充 的 电子 不 


全 人 一 一人 一 一 一人 人 人 人 


人 


因此 1s- 轨道 在 He 原子 中 已 被 两 个 电子 所 填 满 、 在 Be 
原子 中 1s- 和 2s- 轨道 均 被 填 满 在 Ne 中 js-，2s- 和 2p- 
胃 道 填 有 2 十 2 十 6 个 电子 .在 Mg 原子 中 的 3s- 轨 道 被 填 
满 , 在 Ar 中 的 3p- 轨道 也 是 如 此 . Ca 的 4s- 轨道 为 两 个 电 
子 所 填 满 . 

从 Se 起 3d- 电子 开始 参与 竞争 .在 3d- 轨道 上 可 容纳 
10 个 电子 ， 在 4 轨道 上 可 有 6 个 电子 ， 周期 系 的 第 一 个 
“长 周期 " 止 于 Xe， 这 个 元 素 有 

@ 卫 ， CGC. Stoner: 《电子 在 原子 各 能 级 上 的 分 布 > (The Distribution of 

Electrons among Atomic Levels). Phil. Mag. 48, p. 719 (1925). 
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2 十 2 十 6 二 2 十 6 十 2 十 10 十 6 一 36 
个 电子 ， 下 面 出 现 第 二 个 “长 周期 ” 它 跟 第 一 个 长 周期 很 相 
似 ， 在 这 之 后 ,47 电子 开始 出 现 , 体系 的 周期 性 被 一 组 稀有 
金属 所 中 断 . 
为 了 解释 斯 通 纳 定 则 , 泡 利 发 表 了 著名 的 不 相 容 原理 . 这 
一 原理 表明 ， 不 容许 有 两 个 电子 在 同一 状态 中 (包括 自 旋 )， 
也 就 是 说 ， 两 个 电子 决 不 会 有 相同 的 四 量子 数组 (n, 1 了 


m)， 对 于 给 定 的 nm, ?1 值 , 量子 数 了 可 以 取 两 个 值 ! 士 豆 ,而 和 


可 以 有 27 二 个 值 : 9 7 一 1,，…， 一 .对 于 给 定 的 ww, l，， 如 
斯 通 纳 定 则 所 要 求 的 , 我 们 一 共有 
《21 十 2) 十 (27) =2(27+1) 

个 了 和 mw 的 可 能 值 . 

这 种 形式 的 不 相 容 原 理 对 于 旋转 还 不 是 不 变 的 . 不 变 的 
原理 可 以 叙述 如 下 ; 

电子 体系 的 本 征 函 数 要 求 是 电子 的 反对 称 函 数 (包括 自 
旋 坐 标 ). 

讨论 例如 主 量子 数 ”% 相 同 的 两 个 s- 电子 的 情形 .不 考 
碟 自 旋 时 ， 两 个 电子 的 本 征 函数 是 与 9、g 无 关 的 的 函数 ， 
在 考虑 自 旋 时 , 每 个 电子 有 两 个 本 征 函 数 . 

VP=pru 和 VV), 
其 中 一 个 自 旋 向 上 ， 另 一 个 向 下 .， 现在 假设 91 和 qs 是 包括 
自 旋 坐 标 在 内 的 第 一 个 和 第 二 个 电子 的 坐标 ， 代 替 q1 和 vs， 
可 以 写作 芋 和 2， 由 四 个 乘积 几 ” (所 WO(2) 我 们 恰好 可 以 
构成 一 个 反对 称 的 线性 组 合 , 即 ; 
守 一 风光 2 2) — hID YY). 

在 了 个 电子 的 一 般 情 形 , 如 果 由 单个 电子 的 本 征 函 数 和 加, …， 
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芒 出 发 , 则 必须 构造 交错 和 : 
VD=—S>sign PPlh (Dy (2) hy f)}. (30.1) 


求 和 遍及 所 有 置换 了 ,sign( 了 ) 对 侦 置 换 为 二 1 对 奇 置 换 为 
一 1， 这 个 和 是 这 些 乘 积 可 能 构成 的 唯一 的 反对 称 线性 组 合 . 
假如 波 函 数 居 之 中 有 两 个 相等 ， 式 《30.1) 便 是 零 ， 因 
此 , 原来 形式 的 不 相 容 原理 力 是 反对 称 性 的 结果 . 
有 理由 认为 不 仅 能 量 算 符 五 的 本 征 函数 , 而 且 任 意 时 间 
的 所 有 罗 函数 都 具有 反对 称 性 ， 与 时 间 有 关 的 苹 定 证 方程 
h ov 


昔 涵 着 : 如 波 函 数 罗 在 4 一 0 时 是 反对 称 的 , 则 它 在 所 有 时 间 
都 如 此 . 
我 们 也 可 以 用 量子 数 (n, 1 may ms) 代 蔡 量子 数 (mn, 了 5 
m) 来 表征 一 个 电子 可 能 的 状态 ， 其 中 j 一 1 土 2，m 一 族 
7 机 一 了 . 数 mi 取 值 为 Ll i—1, 和 2 一 上 ms 取 值 为 
土 到 .对 每 对 (n, ,我 们 恰好 有 2 (21 十 1) 个 线性 无 关 的 本 
征 冰 数 
(%, L, Mu, ms) = 9(n, 1/， M1) Ua 
30.2 
( ms- 去. 对 .zi 痪 己 二 于 | 对 如 ). . 1 
如 果 我 们 有 上 个 电子 ， 可 以 选择 了 的 任意 一 组 线性 无 关 
的 汶 数 由 例如 (30.2) 形 的 乘积 ,并 由 它们 来 构成 如 式 (30.T) 
的 反对 称 表 示 式 . 
现在 我 们 讨论 量子 数 n,1 相 辣 的 .数目 最 多 为 了 一 2(27+1) 
个 电子 的 情形 ， 由 了 个 本 征 函 数 曙 , …, 由 可 以 构成 一 个 单 
独 的 反对 称 表示 式 (30.1， 现 在 假如 将 空间 旋转 作用 到 电子 
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的 空间 坐标 9，…，91 上 ， 则 表示 式 (30.1) 变换 成 同样 乘积 
如 加 … 册 的 另 一 个 反对 称 的 线性 组 合 ， 从 而 变 成 自身 的 一 个 
倍数 . 因此 函数 罗 及 其 变换 EY 都 属于 一 维 旋转 不 变 的 线 
性 空间 . 旋转 群 Os 的 唯一 的 一 维 表示 是 表示 pep。 因 此 有 
了 一 0， 而 态 多 是 S- 态 . 
如 将 旋转 也 作用 到 自 旋 坐 标 cb …，ay 上 ， 同 样 的 推理 
也 有 效 . 因而 总 自 旋 量 子 数 8 为 零 . 由 了 =0 和 5=0 得 出 
了 一 0. 从 而 结论 是 : 被 2(21 十 了 个 电子 填 满 的 壳 层 是 球 对 称 
的 且 没 有 自 旋 . 
正如 已 经 看 到 的 ，He，Be，Ne，Mg, Ar, Ca 各 原子 的 基 
态 由 满 壳 层 组 成 ,离子 Ii!, Na* 和 ?+ 也 是 如 此 ， 因 此 这 些 
原子 和 离子 的 基态 总 是 9- 单 态 . 
如 所 有 的 电子 都 在 低能 量 的 轨道 上 ， 则 这 些 满 壳 层 便 具 
有 特殊 的 “闭合 "性 质 . 下列 元 素 就 是 这 种 情形 : 
He (两 个 1s- 电子 )， 
Ne (两 个 1s-, 两 个 28- 和 六 个 2p- 电子 )， 
Ar (同上 和 两 个 3s- 和 六 个 3p- 电子 ). 
这 说 明 为 什么 这 些 元 素 不 构成 化 合 物 . 
在 Be 的 情形 (两 个 1s~ 和 两 个 2s- 电子 )， 头 两 个 索 层 全 
被 填 满 , 但 是 兵 元 素 仍 能 形成 化 食物 ,因为 两 个 23- 电子 不 如 
He 中 两 个 1s- 电子 束缚 得 那样 紧 ， 然 而 , 如 果 由 六 个 2p- 电 
子 组 成 的 下 一 个 壳 层 都 被 起 满 ， 则 所 有 的 电子 被 牢固 地 束缚 
住 ,所 以 Ne 不 能 形成 化 合 物 . 
周期 系 中 惰性 气体 He, Ne, Ar … 之 后 是 碱 金属 Li, 
Na, 区, …, 它们 都 正好 有 一 个 “ 价 电子 ”, 这 个 价 电子 比 别 的 
电子 束缚 得 松 一 些 ， 因 此 容易 分 离 出 来 ， 这 就 是 一 价 离子 
Li+，Na+， 开 +，Rb+ 和 0s+ 容易 形成 的 原 因 . Li, Na, KK 等 
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等 的 内 层 电子 形成 卫 = 0, S=0 和 J ~0 的 球 对 称 的 闭合 党 
层 . 被 这 类 闭合 壳 层 包围 的 原子 核 , 其 行为 多 少 类 似 于 质子 ; 
因此 碱 金属 的 光谱 是 类 氧 光谱 (参看 图 5) 

碱 金属 之 后 的 元 素 Be，Mg，Ca 都 有 两 个 价 电子 ， 正 象 
氨 光 谱 那 样 ， 它 们 的 光谱 有 一 个 单项 系 和 一 个 三 项 系 ( 图 
9). 

由 此 可 见 ， 泡 利 不 相 容 原理 解释 了 周期 系 前 三 列 各 元 素 
的 典型 化 学 性 质 和 光谱 性 质 ， 下 一 节 我 们 将 解释 更 复杂 光谱 
的 某 些 特征 ， 


$ 31 原子 的 本 征 函 数 


我 们 首先 考虑 只 有 两 个 电子 的 原子 或 离子 (He 或 Li*). 
狠 据 不 相 容 原理 , 如 交 挨 两 个 电子 的 空间 和 自 旋 坐 标 , 则 本 征 
函数 必 变 号 ， 如 只 交换 空间 坐标 , 本 征 函 数 可 以 是 对 称 的 , 此 
时 它们 必 是 自 旋 坐标 的 反对 称 函 数 . 另 一 方面 ,如 果 它 们 是 
空间 坐标 的 反对 称 函 数 , 则 必 是 自 旋 坐标 的 对 称 函 数 . 
咯 去 锁 道 运动 与 自 旋 之 间 的 相互 作用 ， 可 以 得 到 较 好 的 
近似 . 令 
Vig1, 92) 
是 两 个 电子 空间 坐标 91 和 9s 的 对 称 的 或 反对 称 的 本 征 函 
数 ， 函数 炎 (qi，9?) 可 乘 以 如 下 的 任意 自 旋 函数 : 
CO 一 ts 十 CUa01 十 Ooa02， (31.1) 
咒 处 妇 , Wz 是 第 一 个 电子 的 矢量 空间 的 基 矢 ; ww 是 第 二 
个 电子 的 矢量 空间 的 基 矢 ， 如 此 式 是 反对 称 的 ,其 唯一 可 能 
用， 
b (U1V2— Wad1). 
此 式 在 所 有 表示 式 (31.1) 的 四 维 空间 中 确定 一 个 一 维 子 空 
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间 . 记 有 的 旋转 都 使 这 个 子 空间 保持 不 变 , 因此 它 按 表示 pe， 
变换 , 即 总 自 旋 8 为 零 . 
另 一 方面 , 假如 式 (31.1) 是 对 称 的 , 其 形式 必 如 : 
CU10O1 + 0 (0 十 Ma01) 十 GaOa。 (31.2) 
这 些 表示 式 构 成 三 维 子 空间 , 它 在 旋转 下 也 是 不 变 的 . 基 矢 
2101， 2102 十 ?2301， UeVs 
是 算 符 乙 : 的 本 征 函 数 ,本 征 值 是 ; 
ms=1, 0, —1. 
因此 有 表示 pt 总 自 旋 S=1i， 从 而 得 出 最 终结 论 . 
如 果 无 自 旋 的 本 征 冰 数 由 (gj，g2) 是 对 称 的 , 则 自 旋 8 为 
去, 谱 项 属于 单项 系 ， 如 果 少 是 反对 称 的 , 则 自 旋 8 为 1 说 
这 解释 了 $ 29 已 经 指出 的 事实 , 即 氮 光谱 的 对 称 本 征 函 
数 属于 单项 , 而 反对 称 本 征 函 数 属于 多 重 项 . 和 这 一 情况 相 
同 的 是 周期 系 第 二 列 的 原子 如 Be，Meg, C0a, 它们 恰好 有 两 个 
价 电 子 . 在 其 每 个 原子 的 基态 中 ， 两 个 价 电子 都 在 最 低 的 可 
能 的 s- 态 ， 电 子 自 旋 是 反射 的 ， 因 而 总 自 旋 为 零 . 轨道 角 动 、 
量 工 也 为 零 ( 因 两 电子 均 在 s- 态 ), 因此 基态 是 S- 单 态 . 
多 于 两 个 价 电子 的 情况 较 复杂 一 些 。 主 要 的 问题 是 ， 如 . 
空间 坐标 或 自 旋 坐标 受到 旋转 或 置换 , 本 征 函 数 将 如 何 变 换 ? 
首先 略 去 轨道 - 自 旋 相互 作用 , 并 将 本 征 牙 数 守成 乘积 : 
Palqis, ***, 1) UV Ws 《31.3) 
或 是 这 些 乘积 的 线性 组 合 ，wu 是 无 自 旋 原子 的 空间 坐标 的 本 
征 项 数 . 在 每 个 能 级 上 , 我 们 有 四 个 线性 变换 的 交换 群 作用 
在 函数 (31.3) 上 , 即 . 
4 空间 的 旋转 ， 
自 旋 -空间 的 旋转 ， 
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91,"…, 91 的 置换 ， 
2 2，…，20 的 置换 . 

注意 到 不 相 容 原理 ， 我 们 必须 研究 这 四 个 群 如 何 作 用 到 
函数 (31.3) 上 .有 两 种 研究 方法 . 

第 一 种 方法 是 ， 首 先 只 讨论 空间 函数 ga《91,…, 97), 作 
用 于 它 的 群 有 两 个 : 旋转 和 置换 ， 因 为 这 两 个 群 可 对 易 , 我 们 
可 以 象 8 15 中 那样 将 本 征 函 数 排列 在 矩形 中 . 每 一 矩形 的 
行 都 按 旋转 群 6 的 一 个 不 可 约 表示 pz 变换 ， 而 列 则 按 置换 
群 7 的 一 个 不 可 约 表示 ps 变换 . 

其 次 对 2! 个 自 旋 函 数 www…2w 进行 同样 的 研究 我们 
又 可 以 构造 一 些 和 矩形 , 每 一 矩形 的 行 都 按 旋转 群 Cs 的 一 个 不 
可 约 表示 ps 进行 旋转 变换 ， 列 都 按 置 换 群 ,77 的 一 个 不 可 约 
表示 4 进行 变换 . 作为 例子 , 讨论 两 个 电子 (f=2) 的 情形 . 
在 这 种 情形 下 , 恰好 有 两 个 矩形 . 


U1V1, ?4202 十 Woo0l， 2a02 | 


ye 


I 
和 | WiV9 一 WO | 
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这 类 秆 形 仅 有 的 一 行 按 旋转 群 的 表示 pi 或 po 变换 、 如果 交 
换 两 个 电子 ,第 一 个 矩形 的 每 一 列 保持 不 变 , 而 第 二 个 矩形 仅 
有 的 一 列 改 变 符 号 . 
下 一 步 将 第 一 和 第 二 两 步 分 别 得 到 的 空间 郑 数 由 \9) 和 
自 旋 函数 结合 起 来 ， 并 选择 满足 不 相 容 原理 的 空间 坐标 和 自 
旋 坐 标的 函数 .必须 经 过 空间 和 自 旋 坐标 的 置换 使 选 出 的 本 
数 反对 称 化 . 现在 如 将 矩形 一 列 中 的 空间 函数 ( 按 群 .yy 的 
表示 4 变换 ) 乘 以 另 一 矩形 一 列 中 的 自 旋 聊 数 ( 按 4 变换 )， 
则 得 到 按 乘 积 表示 4x4 变换 的 一 组 乘积 ， 因 此 , 问题 成 为 : 
.73 。 


这 个 乘积 表示 是 否 包 含 反 对 称 表示 4 作为 不 可 约 成 分 ? 根据 
人 葵 证 明 的 定理 , 这 个 问题 等 价 于 另 一 问题 : 乘积 
Ax4xA 
是 否 包 含 单位 表示 ? 这 又 等 价 于 问题 : 4x 4 是否 包含 与 才 
对 偶 的 表示 4 作为 不 可 约 成 分 ? 
因为 4 是 不 可 约 的 , 4 是 一 维 的 , 故 表示 4x 4 是 不 可 约 
的 、 因 此 只 要 4x4 等 价 于 外 或 与 小 对 偶 , 4x4 就 包含 外 
作为 不 可 约 成 分 . 如 果 事 实 确实 是 如 此 , 我 们 就 可 以 用 第 一 
矩形 的 列 号 为 mz 的 任意 列 与 第 二 矩形 的 列 号 为 ms 的 任意 
列 构造 空间 和 自 旋 坐 标的 反对 称 函 数 ， 
mr, ms). (31.4) 
这 里 mzr 由 一 荆 取 到 十 L, ms 由 一 S 取 到 十 S， 防 数 集合 
(31.4) 如 在 $ 21 一样 ,在 旋转 作用 下 按 表 示 ， 
prixXps—Tp: (J=L+8, L+S—1,:, |L—8)), 
进行 变换 . 
这 个 “第 一 种 方法 由 诺 意 曼 和 维 格 纳 全 应 用 于 他 们 的 以 
群 表示 为 原子 光谱 分 类 的 最 早 的 著名 论文 中 . 
为 了 应 用 这 个 方法 ， 要 求 对 对 称 群 的 表示 理论 具有 全 面 
的 知识 :必须 明显 地 算出 表示 4x 4 和 4， 并 决定 它们 是 否 
相互 对 偶 . 物理 工作 者 感到 这 种 方法 是 非常 困难 的 ; 他 们 不 
喜欢 “ 群 灾 难 ”(group pest) . 
然而 存在 另 一 种 方法 ， 它 在 “ 群 灾难 ”出 现 之 前 就 已 经 应 
用 到 特殊 情形 中 . 这 个 第 二 种 方法 是 由 斯 莱特 (J.C. Siater)@ 
®D J. von Neumann and EE. Wigner: Zur Erklirung einiger 
Eigenschaften der Spektren aus der Quantenmechanik des Drehelektrons [I 


and III. Zeitschr. 了 Phys. 49, p. 73 and 51, p. 844 (1928). 
图 J.C. Slater: Phys. Rev. 34 (2), p. 1293 (1929). 
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系统 地 发 展 起 来 的 、 它 不 用 对 称 群 的 表示 强 论 ， 其 原理 如 

下 : 不 分 别 讨 论 空间 坐标 和 自 旋 坐标 的 置换 , 只 讨论 电子 作为 

整体 的 置换 PP, 并 且 一 开始 就 限于 反对 称 的 本 征 函 数 . 
DV=—%(sienP). Piplg, “0, 1) Ua WW} (31.5) 


g- 空间 和 自 旋 空间 的 旋转 都 使 反对 称 本 征 函数 变换 成 
反对 称 本 征 函 数 . 因此 在 由 函数 (31.5) 生成 的 线性 空间 
中 ， 有 由 9- 旋转 和 自 旋 旋转 导出 的 两 个 线性 变换 的 交换 群 . 
因而 又 可 以 用 (2L+1) 《25 十 了 个 函数 业 ”"” 构成 矩形 。 每 
个 矩形 的 行 按 pz 进行 9- 旋转 变换 , 列 则 按 ps 进行 自 旋 旋转 
变换 . 如 将 旋转 台 同 时 作用 在 空间 坐标 和 自 旋 坐标 , 则 函数 
"9 的 变换 恰好 跟 乘 积 

ppm) 
的 变换 一 样 , 即 按 玫 示 
pr Xps=B p=prrs tpris-1t*"*+pir-sl. 
进行 变换 . 只 要 略 去 轨道 运动 与 自 旋 之 加 的 相互 作用 ， 
y=L+S, …, |L~S| 的 各 单项 便 重 合 . 如 果 考 虑 相互 作 
用 ，27 二 1 或 28+I 个 多 重 项 便 可 能 分 离 ， 

从 上 面 的 研究 中 我 们 看 到 ， 不 相 容 原理 绝 不 排除 多 重 态 
的 一 部 分 ， 整 个 多 重 态 或 被 排除 或 被 容许 . 

我 们 用 斯 莱特 方法 回答 下 列 问 题 : 由 处 在 各 给 定 轨 道上 
的 电子 能 够 得 出 什么 类 型 的 多 重 态 ? 

开始 时 我 们 略 去 电子 间 的 相互 作用 .本 征 耳 数 可 以 写成 
乘积 . 

EACLE ACTILED RA ACL 
这 里 符号 代表 三 量子 数 (n, 1 m)。， 因 此 ,函数 多 。 由 它 的 
委 积 中 出 现 的 三 量子 数 
.175 。 


£= (%, L, m1) 
所 决定 .为 了 得 出 求 和 式 (31.5) 中 的 一 项 , 必须 用 积 ww4…w。 
来 乘 宇 。， 这 里 每 个 下 标 和 , 4, … 都 可 取 工 或 3， 我 们 也 


可 用 符号 十 和 一 代替 数字 荆 和 2， 即 二 代替 m= + 豆 ， 可 


代替 ms 一 一 去， 这 些 符号 可 以 跟 三 量子 数 (n, 1 mi) 结合， 


以 便 得 到 四 量子 数 : 
(7 ma 十) 或 Gy, Vm 一 )， 
于 是 每 个 反对 称 本 征 衣 数 (30.5) 将 被 f 个 四 量子 数 (mn, ， 
m， 土 ) 所 决定 .例如 , 本 征 函 数 
DV=PsignP) Py(211|g)y(210|g2)uvs} (31.6) 
可 用 下 列 符号 表示 ; 
(211+)(210—). (31.7) 
因为 函数 又 可 乘 以 一 I， 乘积 中 因子 的 顺序 是 无 关 紧 要 的 ， 


即 符号 
(210—) (211+) 


表征 原子 的 园 一 状态 ， 两 个 相同 的 因子 (rl m1, ms) 是 不 
会 出 现 的 , 因为 否则 求 和 (31.6) 式 将 是 零 . 
现在 假如 给 定 了 决定 无 自 旋 时 单 电子 能 级 的 二 量子 数 
《nm, 让 ,并 假定 每 个 mr 取 玉 7 一 二 …， 一 ! 值 , 而 每 个 ms 取 十 
或 一 , 我 们 便 得 到 若干 象 (31.7) 的 符号 ， 每 一 个 决定 一 个 多 
函数 、 对 于 每 一 个 这 样 的 符号 都 可 以 求 和 ; 

Mrz= 之 mi 和 Ms=Zm,. 
然后 再 列 出 二 量子 数 ( 杂 1，3s) 值 的 表 . 例如 在 三 个 2p- 电 
子 的 情形 ， 包 含 Ms 正 值 的 表 的 上 半 部 列 出 如 下 . 表 的 下 半 
部 可 略 去 ， 因 为 改变 Mj 和 Ms Or 下 
半 部 . 
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211+) (21 04) (21—1+) 0 
(2114) C21 O04) 21 1-) 2 二 
(211+)(21 0+-)(21 0-) 1 > 
(211+) (281 0+)(21 一 1 一 ) 0 到 
(211+) (91—1+)(21 1-) 1 语 
(211+) (21—1+)(21 0-) 0 2 
(C2114) (31—1+) (21—1-) 二 于 
(2104) C21— 17) (1 1-) 0 于 
(210+)(21 14)(21 0-) —1 总 
(210+) (21—1+) (21—1-) 9 二 


由 二 景 子 数 (Mj,，M) 构 成 尽 可 能 大 的 矩形 , 在 每 个 矩形 
中 Mi 由 + 荆 到 到 一 1 MY; 由 +S 取 到 一 8S， 由 My 的 最 


大 值 8 开始 (在 我 们 的 情形 , = 地), 并 牧 出 与 此 Ms 值 对 应 
的 Mi 的 最 大 值 二 (在 我 们 的 情形 , 荆 =0)， 由 此 最 大 值 荆 开 
始 ， 我 们 总 可 以 找 出 与 同一 个 ML, 值 对 应 的 2 值 的 整个 序 
列 

de 
在 我 们 的 情形 ， 此 序列 具 和 包含 Ma- 0， 于 是 便 得 到 第 一 个 抵 
形 ， 


并 给 出 工 -0 和 5S- 沪 . 

RN 子 数 ， 在 剩 下 的 二 量子 数 中 ，M; 的 
最 大 值 是 S~ 去 ， 与 必 , 一 地 对 应 的 Ms 最 大 值 为 工 -2. 这 
给 出 另 一 个 矩形 ( 工 =2，S= 去 )， 


因此 三 个 2p- 电子 引起 三 个 可 能 的 项 
SI -0 8- 了) ( 读 作 : 四 重 8 项 )， 


2D( 工 -2, S= 地 ) ( 读 作 : 双重 也 项 )， 


:P( 工 -1 8S 地 ) ( 读 作 : 双重 卫 项 ). 


第 一 项 43 有 上 标 28+1=- 4， 因为 它 属 于 四 重 项 系统 ， 谱 项 
实际 上 不 是 四 重 项 而 是 单项 , 因为 卫 是 零 . 其余 的 两 项 是 双 
重 项 . 

当然 , 主 量子 数 的 特殊 值 %=2 是 无 关 紧 要 的 ， 更 一 般 地 
说 , 若 二 量子 数 (n, 有 ) 相同 的 电子 称 为 等 效 电 子 , 则 可 以 得 出 
结论 ， 

三 个 等 效 p- 电子 引起 9, 3D, ?PP 项 2P 项 

中 闻 样 方法 可 以 讨论 一 切 可 色 能 的 情况 两 个 电子 情形 的 
结论 站: 

1， 对 于 两 个 非 等 效 电 子 (wn, 人 和 (wm', 门 ， 可 以 有 -上 上 =? 
二 7， 1 一 1 …，|7 一 六 的 单项 和 相同 工 值 的 三 重 项 ， 单 单 
项 (S=0) 的 空间 坐标 是 各 的 -而 而 三 重 项 (S=1) 的 空间 华 标 
是 反 寻 和 苑 的 

2， 对 于 两 个 等 效 电子 (nD 只 有 

[=21, 21—2, .0 
的 对 称 单项 和 
L=2l—1, 24—3,.…,1 
的 反对 和 三重 项 . 
在 直接 写 出 全 部 本 征 函 数 时 , 这 些 结论 是 容易 得 到 的 . 空 
间 坐 奈 为 对 称 态 , 自 旋 坐标 便 是 反对 称 态 ,并 有 如 下 的 形式 ， 
Galq1, 42) * (VivV2— Wad1). 
反之 ， 空间 坐标 是 反对 称 的 那些 状态 ， 自 旋 坐 标 则 是 对 称 的 ， 
它们 按照 早先 的 结论 可 以 写成 ps 23) 乘 以 
2401， Wi102 十 We01， U2Vs. 


对 于 两 个 以 上 电子 ， 作 为 斯 莱特 方法 的 直接 结果 可 以 有 
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下 列 的 普遍 规则 ; 
规则 一 ”二 1 1 一 1,，…， 一 和 os 一 土 > 的 一 切 可 能 


组 合 刚好 各 出 现 一 次 的 满 壳 层 (mw，1)， 在 计算 和 Ms 的 可 
能 值 时 可 以 不 必 考 虑 . 

【证 明 】 对 这 些 mw 和 ms 值 有 m==0 和 ms 一 

规则 二 ”如 在 满 党 层 外 有 非 等 效 电子 的 两 个 (或 多 个 ) 集 
合 , 可 以 先 把 两 集合 分 开 讨 论 , 对 第 一 集合 计算 

Sm= Mr, Sm= Ms, 
同样 对 第 二 集合 计算 
ZZm= MT, Fm,= 
二 量子 数 (MY， a 
数 的 每 一 矩形 中 , 二 量子 数 Mz, Mx 排列 在 (2L" 二 1X2S" 十 1) 
的 矩形 中 ， 于 是 对 第 一 个 电子 集合 得 到 某 些 二 量子 数 (5, 
5S'). 对 第 二 个 集合 得 到 某 些 二 量子 数 (L", 5").， 最 后 每 个 
也 与 每 个 LL" 生成 站 外 时 工 娄 的 序列 
L=D+", P+, ID 
每 个 S' 与 每 个 S 构成 自 旋 景 子 数 序 序列 
S=8+S8", S'+S' 1, .…, |S’'—S"|, 

【 例 】 氮 原 子 (7 个 电子 ) 可 能 有 什么 谱 项 ? 如 1s- 和 2s- 
轨道 都 被 占 满 ， 在 这 些 满 过 层 之 外 还 有 两 个 2p- 电子 和 一 个 
3s- 电子 . 

两 个 22- 电子 给 出 三 个 谱 获 

3P(L= jy% g- 1), 
iD(L=2, S=0), 
iIS(L=0, S=0), 

如 这 两 个 电子 与 gs- 电子 看 合 , 则 得 出 四 个 谱 项 ， 
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2p?3s4P (了 -1 S-13) 
2p°3s°P (ZI-1 S=) 
2p?3s 2D (L=2, 8- 亏 )， 
2p23s28S ( 工 -0. S= 去 ). 


按照 这 个 普遍 方法 , 只 要 知道 等 效 电子 可 能 的 组 合 , 就 很 容易 
写 出 整个 原子 一 切 可 能 的 谱 项 . 等 效 的 s- 电子 最 大 数目 为 
2， 等 效 的 入 电子 最 大 数目 为 6, 等 等 . 诸 s- 电子 并 不 难 分 
析 ， 因 为 两 个 *- 电子 已 构成 闭 壳 层 . 一 个 、 两 个 或 三 个 等 效 
人 电子 的 情形 已 讨论 过 ， 下面 假定 我 们 有 四 个 2 电子 . 写 
出 获得 闭合 壳 层 所 缺 的 两 个 符号 ， 即 可 使 写 出 四 个 符号 
(mn, 4 ms mz) 的 一 切 可 能 序列 的 工作 得 到 简化 .也 就 是 说 : 
对 一 闭合 过 层 也 mi 和 全 ms 总 是 零 ， 于 是 对 所 缺 的 两 个 符号 
的 求 和 立 mz 等 于 实际 出 现 的 对 四 个 符号 的 求 和 , 但 正 负 号 相 
反 . 由 此 得 出 , 四 个 等 效 p- 电子 的 可 能 谱 项 〈 了 8) 与 两 个 
等 效 人 入 电子 的 情形 正好 相 问 . 

显然 , 相似 的 讨论 对 所 有 情形 均 适 用 .由 此 得 出 ; 

规则 三 ”四 个 等 效 p- 电子 给 出 的 谱 项 与 两 个 等 效 允 电 


与 两 个 的 一 样 , 九 个 的 与 单个 d- 电子 的 一 样 . 
【 例 】 氧 原子 的 基态 属于 何 种 类 型 ? 
如 果 使 所 有 的 八 个 电子 依次 地 置 于 尽量 低 的 状态 ， 则 得 
到 符号 : 
18” 282 224。 
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除 满 壳 层 忆 外 , 有 四 个 2p- 电子 . 可 能 的 谱 项 与 两 个 电子 
的 一 样 , 即 
1S, Sp 1D. 
根据 经 验 规则 , 最 低 的 说 项 是 最 高 多 重 性 的 ; 在 这 时 是 三 重 P 
项 .于 是 基态 的 符号 为 : 
ls 28 2p: 也. 

量子 数 双 = (一 蕊 ”是 十 六 因为 1 是 4( 参 照 § 21). 

想 要 较 全 面 地 讨论 元 素 的 谱 项 和 光谱 线 ， 读 者 可 参阅 洪 
德 (F. Hund) 的 经 典 著作 :< 元 素 的 线 光 谱 与 周期 系 >(Linien 
spektren und periodisohes System der 卫 lomente，Boerlin 
1927 ) . 


$ 32 能 和 量 值 计算 

直到 现在 ,电子 间 的 相互 作用 都 被 略 去 . 这 使 我 们 得 到 
正确 的 谱 项 类 别 , 但 是 对 于 能 量 值 却 近似 得 不 好 .用 下 述 方 
法 可 以 得 到 较 好 的 近似 对 每 个 单 电子 来 说 ， 与 其 余 电子 的 
相互 作用 可 以 用 原子 核 的 屏蔽 库伦 场 来 代替 .计算 屏 项 效果 
的 一 个 良好 方法 是 哈 特 利 “ 自 洽 场 方法 ”DD . 屏蔽 场 对 每 个 单 
电子 的 势 由 下 列 条 件 决 定 ， 如 计算 任意 一 个 电子 (a 号 ) 的 本 
征 阔 数 pa《(9)， 然 后 再 计算 除 B6 号 以 外 的 折 有 电子 的 总 电 检 
密度 , 即 和 : 

一 之 Vzgm 

则 要 求 此 电荷 密度 的 势 与 原子 核 的 势 之 和 恰好 给 出 与 开始 时 
相 一 致 的 势 场 . 满足 此 条 件 的 势 场 称 为 "内 洽 场 

对 半径 为 7 的 围绕 原子 核 的 球 求 平均 电荷 密度 ， 在 大 多 

© D.R. Hartree: Proc. Cambr. Phil. Soc. 24, p. 89 (19238). 
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数 情形 下 可 使 计算 简化 ，。 这 证 明 是 一 个 相当 好 的 近似 ， 如 此 
得 出 的 势 场 是 球 对 称 的 . 
因此 ,用 逐次 近似 法 可 使 “ 自 洽 场 ”具有 足够 的 精确 度 . 在 
多 数 情 况 下 , 这 些 能 量 平均 值 能 较 好 地 与 观测 的 谱 项 相符 . 因 
而 可 以 认为 险 特 利 本 征 函 数 之 积 ， 
pq) = 11(91) 92( 92)"*" 1( 97) (32.1) 
可 作为 原子 本 征 函 数 祖 当 好 的 一 级 近似 ， 
乘积 (32.1) 仅 仅 是 : 
(21+1) C2V -HIT … 
个 组 性 无 关 的 乘积 中 的 一 个 ， 这 些 乘积 在 一 级 近似 下 都 属于 
相 陪 的 能 量 值 。 在 旋转 下 这 毕 函 数 (9) 按 乘积 麦 示 
piXprX*= 2 pr 
变换 。 在 二 级 近似 下 ， 乘 积 空间 的 不 可 约 子 空间 Yz 可 能 分 
属于 不 同 的 能 量 值 . 必须 用 征 拢 理论 来 求 这 些 能 量 值 ， 计 算 
可 以 如 下 进行 . 
与 8 31 一样， 首先 作 函数 g(9) 与 自 旋 坐 标 任意 函数 的 
乘积 


PQ3, 7 GD 
= nmms Oo pn Tmm |gs, 02)*%, (32.2) 
在 一 级 近似 下 , 所 有 这 些 乘积 都 属于 相同 的 能 量 值 。 在 这 些 
乘积 生成 的 线性 空间 中 , 我 们 构造 反对 称 波 函数 
Va = tign DP) P{p(g) vn} 
2 P). Pynl go pW | go00)} 


俐 于 全 间 Z、 每 一 个 这 类 下 数 多 -都 出 下 列 符号 的 组 合 所 确 


Cnlmrms) (hmm ) es 
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属于 不 同 组 合 的 函数 是 正 交 的 . 因此 函数 罗 。 构成 子 空间 让 
的 一 组 正 交 基 . 

现在 将 能 量 算 符 鼠 《 有 电子 闻 相 互 作用 ， 但 无 自 旋 - 轨 
道 和 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 ) 作用 到 波 函数 罗 。 上 ， 结果 五 zs 
还 是 反对 称 的 .在 一 切 反 对 称 函 数 的 空间 中 我 们 取 一 组 基 ， 
这 组 基 由 张 成 子 空间 忆 的 函数 多。 和 由 属于 子 空 间 Y 人 与 
六 正 交 ) 的 另 一 些 函数 思 y 所 组 成 ， 这 样 ， 五 gs 的 展开 式 
为 . 

Hae=> Yaat., 
十 … 的 各 项 属于 Y+， 根据 微 扰 理论 必须 使 矩阵 (hag) 对 角 
化 ， 庄 对 角 元 素 就 是 二 级 近似 的 各 能 量 值 . 

由 于 有 与 肪 以 及 彼此 之 间 可 对 易 的 四 个 算 符 ， 使 矩阵 
(has) 的 对 角 化 大 大 简化 , 这 四 个 算 符 是 : 

了 ,总 轨道 角 动 量 的 平方 ,其 本 征 值 为 LC(L+1)， 

工 :, “~ 方向 的 轨道 角 动 量 , 其 本 征 值 为 作 L mm 

:7 5, 自 旋 角 动量 的 平方 , 其 本 征 值 为 SCS++1)， 

= 所 方向 的 自 旋 角 动量 , 其 本 征 值 为 Ms 一 Sm 

这 四 个 算 符 可 以 跟 五 同时 对 角 化 , 即 可 以 求 出 作为 互 ， 
了 YL., .VY? 和 5S 的 本 征 函 数 的 新 函数 $。. 

在 不 解 高 次 久 期 方程 时 求 这 样 的 本 征 函 数 5 的 最 简单 
步骤 如 下 ， 首 先 注意 到 , L; 和 有. 对 原始 基 函 数 多。 已 经 是 对 
角 化 的 . 每 个 至 。 是 工 , 的 属于 一 定 本 征 值 于 mi 的 、 同 时 又 是 
S: 的 属于 一 定 本 征 值 卫 m, 的 本 征 函 数 . 因此 对 于 二 量子 数 
(Mz，Ms) 值 , 都 可 以 收集 到 属于 它 的 那些 函数 多 。. 

其 次 , 如 $ 31 那样 重新 将 一 对 (Mrz，Me) 值 排 成 矩形 . 在 
每 一 个 矩形 中 ，M;, 由 工 取 到 一 L，Ms 由 S 取 到 一 S， 每 一 
个 逢 形 对 应 于 2? 的 一 个 本 征 值 L(L+1 和 .9? 的 一 个 本 征 
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值 S(S-+1)。 如 果 需 要 的 话 , 可 用 § 21 的 方法 ， 即 用 克 莱 抛 
施 - 戈 登 级 数 计算 本 征 函 数 . 但 正如 我 们 立即 要 看 到 的 , 在 大 
多 数 情况 下 , 没有 多 大 必要 去 计算 它们 . 

在 大 多 数 情形 下 , 对 于 给 定 的 每 一 组 量子 数 (L, S, Mz, 
2Ms), 只 有 一 个 本 征 函 数 多 。 在 这 种 情形 下 , 甚至 不 必要 解 久 
期 方程 。 我 们 只 要 计算 任意 状态 @ 的 能 量 平均 值 : 


(GB,, HB, = JwH5, ee 


式 中 要 对 空间 坐标 求 积分 , 并 对 自 旋 坐 标 求 和 , 这 样 就 得 到 二 
级 近似 的 能 量 值 。， 在 特殊 情况 下 , 则 必须 求解 二 次 久 期 方 
程 . 
求 迹 可 以 使 计算 更 简化 .矩阵 4 的 迹 
T(A) 一 之 Qiz 
与 基 矢 的 选择 无 关 ， 因 此 如 果 把 属于 一 对 给 定 值 
| M,,= > m,, Ag 一 之 ms 
的 全 部 本 征 函 数 多 s 都 收集 起 来 , 则 对 角 元 素 
hea= 《Ve, HD | 
之 和 等 于 属于 同一 组 Mz 和 Ms 值 的 对 角 元 素 
Gs, HD, = BE, 
之 和 . 因此 , 在 大 多 数 情 况 下 ,计算 矩阵 互 的 诸 对 角 元 素 hss 
就 完全 够 了 . 
关于 计算 的 细节 建议 参阅 174 页 脚注 中 引 的 斯 莱特 的 论 
交 : 


§ 33 ” 纯 自 旋 函 数 及 其 在 旋转 和 置换 下 的 变换 


在 $ 81 和 8 32 中 , 我 们 曾 用 斯 莱特 方法 确定 原子 可 能 的 
谱 项 。 这 个 方法 有 两 个 问题 有 待 解决 , 即 ， 如 不 考虑 上 自 旋 ,本 
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征 函 数 w(9) 在 置换 下 将 如 何 变换 ? 以 及 , 如 果 需 要 得 到 对 一 
切 坐 标 反对 称 的 函数 罗 , 这 些 函 数 8(9) 应 当 乘 以 什么 样 的 自 
旋 函 数 ? 
为 了 回答 这 些 问题 ， 必 须 用 $ 31 讲 过 的 “第 一 种 方法 ， 
中 必须 分 别 研究 空间 函数 和 自 旋 函数 的 变换 . 如 空间 函数 
9g(9) 的 集合 按 置 换 群 .9 的 表示 4 进行 变换 ， 又 如 它们 乘 以 
按 表 示 4 进行 变换 的 自 旋 函数 ， 则 我 们 在 $31 求 得 的 条 件 
是 4 必须 与 4x 4 对偶, 这 里 4 是 .”Y 的 反对 称 表示 。 正如 
将 要 看 到 的 ,与 4 对 偶 的 表示 就 是 4 自身 ,于 是 4 与 4 之 间 
-必要 的 关系 式 也 可 写成 . 
4x4~4 (~ 代表 等 价 )， 
或 两 侧 乘 以 4 而 成 : 
4~ 了 人 x4. (33 .1) 
因此 ,一 旦 知道 了 4， 也 就 知道 了 4， 现在 进而 确定 4， 结 果 
了 完全 由 自 旋 量子 数 S 所 决定 . 
一 切 自 旋 函 数 全 是 下 列 2! 个 乘积 的 线性 组 合 : 
WV WW 《入 ，，… 一 二 2) . (33 .2) 
它们 构成 2 让 维 矢量 空间 次 ， 有 两 个 群 作 用 于 此 空间 上 : 第 
一 个 是 字母 4, 2?,…, w 的 置换 群 ， 第 二 个 是 29%, …*, Ww 
的 共 辐 么 正 变换 群 、 因 此 在 X 内 有 置换 群 的 表示 天 和 人 么 正 
群 SU (2) 的 表示 8. 两 个 表示 可 对 易 , 因此 不 可 约 子 空间 的 基 
矢 可 以 排列 在 矩形 内 


D111"** Dim 


Op …” Vkhm 


使 得 每 个 矩形 的 行 按 .77 的 一 个 不 可 约 表示 进行 变换 ， 而 列 
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则 按 SU (2) 的 一 个 不 可 约 表示 ps 进行 变换 . 

作为 例子 , 考虑 f==2 的 情形 ..Y。 只 有 两 个 不 可 约 表 示 : 
对 称 表示 和 反对 称 表示 . 有 4 和 ww 的 三 个 对 称 双 线性 函数 - 
和 一 个 反对 称 函 数 , 即 : 


WI1D1 


2122 — WD | 


在 群 SU (2) 作用 下 ,三 个 对 称 函数 按 pi 变换 ， 反 对 称 函 数 按 : 
po 变换 .于 是 对 于 自 旋 量子 数 S 的 每 一 数值 ,正好 有 一 个 挎 
形 和 一 个 表示 4, 即 对 S=1 是 对 称 的 , 对 S=0 是 反对 称 的 . 

对 任意 的 了 值 也 有 相同 的 事实 。 这 是 下 述 主 定理 的 结 
果 : 

所 有 与 表示 矩阵 对 易 的 矩阵 ， 都 是 表示 6 的 矩阵 的 线性 
组 合 . 

【证 】 假定 把 矢量 空间 变 成 自身 的 线性 变换 由 下 式 
给 出 : 


102 十 UD1 和 


209 | 


Du yy, = BC wn -over Wy (33.3) 
现在 假如 了 与 字母 W v,…, w 的 一 切 置换 是 交换 的 ， 这 就 
意味 着 如 果 下 标 为 入 A, …, v'y 的 各 对 受到 任意 置换 ， 系 数 
cm am 保持 不 变 . 
为 了 简化 符号 ， 用 5 代替 一 对 和 A, m 代替 Mo， 等 等 。 
这 样 , cm,…n 对 一 切 下 标 必须 是 对 称 的 . 
Cim-…n 二 Cmln 二 等 等 . 
表示 6 由 下 列 么 正 变换 诱导 出 的 一 切线 性 变换 所 组 成 ; 
Wa = EDUCw Wh= DV 
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其 中 人 » )-( a 和 aa*+ BPE" =1, 


C2ot C22 一 Bo 
由 此 得 出 , 乘积 妈 ox… 的 变换 如 下 : 
UV Wy = BU WW Cra wn Cyry, 
这 些 变换 的 系数 是 : 
Cx wh vp CH "Cy yy 

或 用 简化 符号 : 

Cn 一 CICm Cn, (33 .4) 
必须 证 明 ， 所 有 的 对 称 张 量 cim.… 都 是 特殊 张 量 (33.4) 的 
线性 组 合 ， 或 者 说 ， 对 特殊 张 量 (33.4) 成 立 的 所 有 线性 
方程 


ZYimncin..n=0 (33 .5) 
对 任意 的 对 称 张 量 cm 也 成 立 ， 
令 
on 一 au 一 ai 十 jao，cls 一 B 一 aa 十 ic， _ (88.6) 
C29— 0 =—=01— ilo, C21= B= — +io. | 
假如 方程 | 
BD Yiminciem'**Cn=0. . (33 .7) 


对 所 有 c= cvwx 都 成 立 ， 可 以 将 (33.6) 代 入 此 方程 ， 于 是 得 出 
一 个 对 所 有 实数 @1, as, @s, a4 都 成 立 的 方程 , 而 
二 

因为 方程 (33.7) 是 齐 次 的 , 若 所 有 的 ax 都 乘 以 一 个 相同 的 实 
因子 p， 则 此 式 仍 然 成 立 ， 因 此 方程 对 m，aa，ca，a 是 恒 等 
式 ， 由 于 cy 都 是 mw 的 线性 函数 , 反之 亦 然 , 因此 方程 (33.7) 
对 cy 是 恒等式 ， (33.7) 中 任 
意 乘积 ccm…c。 的 总 的 系数 ， 即 由 一 个 ymin 经 置换 下 标 
lm.…n 而 得 到 的 全 部 系数 yt- 之 和 ， 人 (33 .5) 中 cm. 的 
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总 的 系数 . :因此 这 些 总 的 系数 均 为 零 ,. 即 (33.5) 对 所 有 的 对 
称 张 量 cr 均 成 立 ， 这 正好 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

刚刚 证 明 过 的 主 定理 不 但 对 么 正 群 SU (2)， 而 且 对 特殊 
线性 群 SL(2) 和 一 般 线性 群 GL(2) 都 成 立 , 也 不 论 系数 是 实 
的 或 是 复 的 。 对 SL(2) 和 GL(2) 的 证 明 比 对 SU(2) 更 简单 ， 
当 为 在 SL(2) 和 GL(2) 时 不 需要 从 复数 o 到 实数 的 过 
流 . 

主 定理 也 可 以 推广 到 SL(n) 群 和 GL(n) 群 。 证 明 完 全 与 
一 2 时 一 样 . 

主 定理 对 SU(m) 也 成 立 , 只 是 证 明 略 为 复杂 。 要 点 在 于 
从 (33.7) 向 (33.5) 的 过 渡 . 我 们 需要 证 明 的 是 ， 如 果 方 程 
(33.7) 对 所 用 正 矩阵 (ex?) 成 立 , 则 对 所 有 和 矩阵 Geovu) 成 立 ， 
即 对 c= cxwx 是 恒等式 . 证 明 需 要 利用 SU(n) 群 的 无 穷 小 变 
的. 这 里 我 只 提供 证 明 的 主要 方法 , 而 把 细节 留 给 读者 .。 

我 们 知道 一 切 夭 正 和 矩阵 0 都 可 化 为 对 角 型 : 


ei® 2 
0O= | e's } i Q-le4Q Cie 48 全 e's, 


这 里 @ 是 么 正 的 ,而 4 和 B 是 自 轿 的 ， 反 之 ,每 一 个 短 阵 e 
是 么 正 的 , 这 里 了 是 自 辐 的 .将 Cexp(iB) 代 入 (33.5), 得 
出 一 个 对 所 有 自 辆 矩阵 B 都 成 立 的 方程 。 由 此 得 出 , 方程 对 
一 切 B 都 成 立 , 进而 得 出 结论 : (33.7) 对 于 c=cws 是 恒等式 . 
这 个 证 明 法 书 尔 称 之 为 “ 么 正 诀窍 ”(unitary trick) ， 此 诀窍 
的 思想 在 于 从 SL(n) 的 表示 理论 过 渡 到 SU (n) 的 表示 理论 ， 

反之 亦 然 . \ 
还 有 一 个 运用 么 正 诀 穿 的 例子 。 大 家 知道 ，SU (n) 所 有 
的 连续 表示 都 是 么 正 的 ， 从 而 是 完全 可 约 的 。 韦 尔 由 此 得 出 
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SL(n) 所 有 的 连续 表示 是 完全 可 约 的 。 参阅 五 . Weyl: Math. 
Zeitschr. 23 (1925), p. 271. 

我 们 现在 回 到 张 量 空间 W', 即 所 有 多 重 线性 型 . 

DB Cava "Wy 

的 空间 .无 论 我 们 考虑 的 是 m=2 的 情形 (原子 中 电子 的 自 旋 
波 函 数 的 情形 ) 或 是 普遍 情形 ， 也 无 论 是 么 正 群 SU (m) 或 是 
特殊 线性 群 SL(m) 或 是 一 般 线性 群 GL(w), 这 些 都 是 无 关 
紧要 的 。 在 任何 情况 下 ， 我 们 有 置换 群 .9 的 表示 mw 和 群 
SU (n) 或 SL(n) 或 GL(n) 的 表示 56. 主 定理 断言 ,与 矩阵 交 
换 的 一 切 矩 阵 集 合 o, 恰好 是 6 矩阵 的 一 切线 性 组 合 的 集合 . 
因此 ,如 果 任 意 的 子 空间 六 在 ce 作用 下 是 不 变 的 ， 那 么 
在 6 作用 下 也 是 不 变 的 , 反之 亦 然 。 如 果子 空间 在 o 作用 下 
是 不 可 约 的 , 那么 在 6 作用 下 也 是 不 可 约 的 . 如 果 两 个 子 空 
间 对 于 o 是 等 价 的 , 则 它们 对 于 8 也 是 等 价 的 。 反之 亦 然 . 

利用 $ 15 的 定理 , 容易 构成 集合 o. .” 的 表示 天 是 完全 
可 约 的 , 因而 空间 W' 是 不 可 约 子 空间 的 直 和 ， 今 诸 矢量 


211， SR Vim 
构成 该 子 空间 Y3 的 基 , 并 令 

V21, ***, V2m 

Vi “ON 


是 与 Y3 等 价 的 各 不 可 约 子 空间 区?，…，Yx 的 基 天 .于 是 
得 到 基 矢 的 矩形 ; 


W11，”") Vim 


《33 .8) 


Vk1, nh VEm 
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在 .27 作用 下 矩形 的 各 行 按 .YZy 的 同一 个 不 可 约 表 示 4 进行 
变换 ， 根 据 8 15, 与 可 对 易 的 变换 ve 的 集合 , 可 用 完全 任意 
的 方式 变换 矩形 (38.8) 的 任意 列 , 别 的 列 也 按 同 样 方式 交换 . 
对 别 的 矩形 也 是 如 此 . 

由 此 得 出 ， 象 (33.8) 那 样 矩形 的 每 一 列 ， 都 定义 一 个 WV 
的 相对 于 c 因而 也 相对 于 6 的 不 可 约 子 空间 .同一 矩形 
(33.8) 的 别 的 列 定义 等 价 的 不 可 约 子 空间 。 同样 情形 对 别 的 
矩形 也 成 立 ， 因此 每 个 矩形 恰好 产生 SU(n) 或 SL(n) 或 
‘GL(n) ( 依 情况 而 定 ) 的 一 个 不 可 约 表 示 ， 不 同 的 矩形 产生 不 
等 价 的 表示 。 正 因为 如 此 ， 在 w 中 所 包含 的 9 的 不 等 价 表 
示 4， 与 在 3 中 所 包含 的 SU(n) 或 SLC 或 GL(n) 的 不 等 
价 不 可 约 表示 p' 是 一 样 多 的 。 对 每 一 个 4， 恰好 有 一 个 矩 
形 和 一 个 p' 

在 SU(2) 的 特殊 情况 下 , 由 § 19 和 8 20 知道 ,表示 p' 恰 
好 是 25+1 维 的 表示 ps。， 因 为 我 们 恰好 有 f 个 电子 , 每 个 电 
子 的 自 旋 是 1/2, 总 自 旋 8 是 下 述 数值 中 的 一 个 ; 


S= -yg, 
这 里 9 是 小 于 或 等 于 站 的 整数 ， 由 此 得 出 结论 ， 


每 个 8 一 站 一 9 值 恰好 对 应 一 个 在 表示 x 中 .9 的 表示 


4 不 等 价 的 表示 必 对 应 不 同 的 8 值 . 
我 们 现在 明确 写 出 构成 矩形 的 各 矢量 wy， 为 此 必须 上 略 
微 改 变 一 下 记号 . 代替 wu, vw,…, w， 用 字母 . 
Up 了 WO 人 GO，Y， 8 
代表 协 变量 对 , 如 入 ,ts 等 直到 石 , 加 ， 我们 用 wa，cs 代表 变 
量 的 逆 变 对 ,在 SU(2) 或 8L(2) 作用 下 , 它 的 变换 使 
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Wi + Vata 
保持 不 变 . 用 所 有 这 些 变量 构成 一 个 多 项 式 乾 环 ， 
C (tu, Ua; V1, V2; “°° t,t2; V1, tw2). 
与 $21 相 类 似 ， 现 在 用 g 个 vs 一 wv 有形 的 不 变 因 子 以 及 
f 一 29 个 rz1 十 72ms 形 的 不 变 因 子 构成 不 变 习 积 . 
= (W102— W201) (2193 一 20291) (T1081 + T7282) 
(hwm1 + tama) . (33.9) 


数 g 可 在 0 和 冰 之 间 任 意 选 择 ， 差 1 一 2g 恰好 是 25， 在 
(33.9) 的 展开 式 中 , 诸 单项 式 : 


8+20S 

VS+M)!IS— M)! 
应 乘 以 一 定 的 系数 W3¥， 后 者 是 4 2，…, +,…, t 的 多 重 线 
性 型 ， 正 如 在 § 21 中 那样 , 应 证 明 W#¥ 在 SU (2) 作 用 下 是 按 
表示 ps 进行 变换 的 . 因此 可 以 取 肝 # 作 为 甜 形 的 一 个 列 . 该 
矩形 别 的 列 可 以 通过 字母 WwW w …, t 的 置换 从 第 一 列 得 到 
只 要 在 矩形 的 任意 一 行 中 出 现 线性 无 关 的 矢量 ， 字 母 置换 就 
应 进行 下 去 . 

【 例 】 设 f 为 3， 在 由 ww。 乘积 所 生成 的 8 维 空间 中 
可 以 构成 下 列 矩 形 : 


S 一 1 


= 


~ 3 v01 
gS 3 ?101202 十 26102201 十 Wo201201 
TI0220p2 十 2201203 十 Wo0o201 
| </ 3 “W209 | 
S 1 (aa Za201 201 (wiv2 VoD1) 21 | 
2 


”| (aos 一 zaoi)t0s (W122 一 ast04) V1 
丰 和 | 
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自 旋 函数 于 东 , 即 式 (338 .多 的 系数 ; 有 下 列 特点 ， 它 们 对 开始 
的 gg 对 电子 是 反对 称 的 ， 而 对 其 余 f 一 2g 个 电子 是 对 称 的 . 
在 矢量 图 中 ， 开 始 y 对 自 旋 矢量 相互 零 化 (例如 vs 是 自 旋 
函数 ， 其 中 第 一 个 自 旋 向 上 ， 第 二 个 自 旋 向 下 )， 而 剩余 的 
下 一 29 个 电子 自 旋 平 行 (在 乘积 7181 本 中 自 旋 向 上 ， 282°*°t2 
中 向 下 )。 于 是 总 自 旋 是 : 
S- 豆 (1 一 37- 得 -9 
根据 普遍 理论 它 正 应 如 此 . 

我 们 对 不 可 约 表示 必 的 构造 , 蕴涵 着 这 些 表 示 的 矩阵 元 
是 有 理 数 。 在 $ 34 将 看 到 , 同样 的 事实 不 仅 对 表示 4， 也 对 
对 称 群 的 一 切 不 可 约 表示 小 成 立 。 由 此 得 出 ，.9 的 不 可 约 

表示 等 于 它们 的 复 共 罗 表示 4。 表示 4 都 是 妆 正 的 ， 因 此 
复 共 斩 表 示 4" 与 对 偶 表 示 4 等 价 . 从 而 4 与 小 等 价 ,$ 31 
导出 的 关系 式 


4x4~4 
简化 成 
4x A~4', 
它 也 可 写成 如 (33.1) 的 形式 : 
4~ 小 x4. (33 .10) 


8 34 对称 群 ,的 表示 


节 转 载 自 我 的 著作 < 代数 >II, § 110， 这 里 给 出 的 证 明 
诺 意 曼 ， 其 理论 是 弗 罗 贝 尼斯 (GQ. Frobenius) 
(1903) 首 先 发 展 的 。 
我 们 考虑 个 数码 1 2;…, n 的 置换 群 9,， 并 且 例 如 
在 全 部 代数 数 域 9 中 寻找 群 的 绝对 不 可 约 表示 . 结果 得 出 
这 些 表示 是 有 理 的 , 即 在 有 塑 数 域 Q 中 . 
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我 们 从 群 环 朋 =20 十 … 十 9 出 发 ， 并 考虑 它 的 左 理 
想 。 每 一 这 样 的 左 理想 都 是 极 小 左 理想 的 直 和 ; 这 些 理想 提 
供 不 可 约 表示 . 因为 每 一 左 理想 都 是 由 一 个 宕 等 元 生成 的 , 我 
们 首先 寻找 容 等 元 . 

我 们 按 任意 的 顺序 把 数码 1, 2, …, ”逐次 排 成 加 行 (% 
是 任意 的 ), 使 得 在 第 > 行 有 ww 个 数 并 满足 条 件 : 


Ql 之 0 jp 

[8 
依次 写 下 及 行 中 每 行 的 第 一 个 元 素 ， 同 样 写 下 每 行 的 第 二 个 
元 素 ， 依 此 类 推 . 下面 的 图 式 可 作为 例子 ， 其 中 的 点 代表 数 
码 : 


(834.1) 


. (01, 02, 03) = (3, 2, 2); n=7., 
数码 1, 2，…, n 的 这 种 排列 称 为 3 图 示 . 下 标 a 代表 
序列 人 ai, a2, …, ox)， 各 可 能 的 下 标 依 下 列 惯例 编 序 ; a>>B， 
如 时 第 一 个 不 为 零 的 差 @, 一 B, 为 正 时 ， 例 如 当 n=5, 
(5)> (4, 1)> (3, 2)> (3, 1, 1)> (2, 2, 1) 
>(2, 1, 1, D>(1, 1, 1, 1, 1), 
当 给 定 一 个 Zs 图 示 时 , 我们 用 2 标记 所 有 那样 的 置换 , 它们 
在 图 中 各 行内 置换 数码 , 但 保持 各 行 本 身 不 变 。 同样 用 v 标 
记 那 样 的 置换 , 它们 只 在 图 中 各 列 内 慎 换 数码 。 对 每 个 确定 
的 g， 符 号 aa 代表 数字 + 工 或 -1 ， 视 9 是 偶 置 换 或 奇 置换 
而 定 。 如 果 s 是 任意 置换 ， 用 s 2 代表 Zu 图 示 被 置换 * 变 
换 所 得 到 的 图 示 . 容易 看 出 , 如 9 使 > 的 各 列 保持 不 变 , 则 
s08 开 将 使 s Zu 的 各 列 保持 不 变 , 反之 亦 然 。 最 后 , 对 每 一 确 
定 的 Za, 〈 在 群 环 多 内 ) 令 : 
Sa= Dp, 
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pe s i 4 一 之 9ca. 
容易 检 证 下 列 规 则 : 

PS = Sap ~ So, : (34.2) 
4uqoa 一 4 一 4。， (34.3) 
由 (34.2) 和 (34.3) 得 出 ，S。 和 As 乘 一 因子 fa 之 后 是 宏 等 
的 .Ss 和 4。 的 进一步 的 代数 性 质 可 由 下 述 组 合 引 理 得 出 . 

引 理 ” 邻 Yu 和 Zs 是 上 述 类 型 的 两 个 图 示 , 并 令 a 之 pb. 
不 所 Zs 中 同一 列 内 出 现 的 两 个 数码 , 在 之 中 的 无 论 哪 一 

行内 都 不 同时 出 现 , 则 a=p, 并 且 之 e 人 29 的 置 

换 可 变 成 Ze 图 示 : 


29 Za = Sa. | 
(这 里 2 和 9 是 对 Zo 而 言 的 ; 即 2 使 Zo 的 行 不 变 ,gq 使 ze 的 
列 不 变 . ) 

【证 】 wx>p8 蕴涵 着 >>B:， 在 2 的 第 一 行内 有 om 个 
数码 . 如果 这 些 数 码 都 是 在 Ze 中 不 同 的 列 , 那么 之 es 至 少 要 
有 ui 个 列 ， 由 此 得 出 , woi 和 8:， 从 而 = B 经 过 一 个 使 Za 
的 各 列 保持 不 变 的 置换 %， 可 使 这 些 数 码 全 部 都 进 入 Ze 的 
第 一 行内 . 

再 有 ,az>B 蕴涵 着 az>B， 在 Ze 的 第 二 行内 有 as 个 数 
码 。 如 果 它 们 都 是 在 91 Ze 中 不 同 的 列 ， 那 么 ，%1 Ze 除 掉 第 
一 行 后 至 少 应 有 as 个 列 . 这 蓝 涵 着 wm 和 从 而 a2 一 B62. 经 
过 一 个 使 qi Bs 的 各 列 以 及 它 的 第 一 行 不 变 的 置换 ， 可 使 这 
些 数码 全 部 进入 Ze 的 第 二 行内 ， 

如 此 继续 下 去 ， 最 终 得 到 一 个 9 Ze= 9%…9291 >4 图 示 ， 
它 的 各 行 与 Ze 的 各 行 相 一 致 ， 因此 可 用 一 置换 2 将 之 a 变 
成 9 之 a: 

2' Zs=P Za, 
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置换 9 一 94…92014 使 Ze 的 各 列 保持 不 变 ， 因而 也 使 q' 
一 2 Zu 的 各 列 保持 不 变 . a g, 即 有 


gq'=~pg 'p™, 
从 而 Pq Pp Be =p Zo, 
Zs=pq 之 
证 毕 . 
组 合 引 理 首先 蕴涵 着 ; 
4sSa-0 (对 于 a>B). (34.4) 


因为 如 果 a>>B， 根 据 引 理 必 有 一 对 数码 ， 它 们 出 现在 又 的 
一 行 和 Zs 的 一 列 内 。 如 是 交换 这 对 数码 的 对 换 ， 则 由 
(34.2) 和 (34.3)， 

AgsSa=: Aptt 1S,= — AsS,, 
由 此 即 得 (34.4). 

同 理 ， Sshds 一 0 (对 于 a>p). 

现在 hs 的 一 切 变换 也 被 Ss 所 零 化 ; 

Sas46s 一 一 0 〈 对 于 ac>B); 
因为 s4ss-: 仍旧 是 属于 已 置换 的 s Ye 图 示 中 的 一 个 4e。 将 
它 乘 以 sQ 并 对 乡 中 所 有 的 s 求 和 , 结果 得 : 

S,(Es 0) As= (0) 
SRAs=(0) (a>B). (34.5) 
因此 B<a 的 左 理想 多 4s 被 Ss 所 零 化 ; 这 表明 , 在 由 多 4s 所 
给 出 的 表示 中 , Sa 被 映 成 零 . 另 一 方面 ,Se4. 关 0， 因 为 在 乘 
积 Se4。 中, 单位 元 素 的 系数 不 为 零 。 因此 在 由 多 4。 所 给 出 
的 表示 中 ，S。 不 被 映 成 零 ， 因 而 这 个 表示 至 少 包含 一 个 不 出 
现在 任何 有 罗 4e(8<a) 内 的 不 可 约 成 分 。 下 面 将 要 明确 地 决 
定 这 个 不 可 约 成 分 . 
由 (34.2) 和 (34.3), 元素 So4.= 习习 pgoe 具有 性 质 
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或 


pSadoqgoe= Sodo. 
现在 我 们 证 明 , 除 差 一 因子 外 , Sn4。 是 具 此 性 质 的 唯一 元 素 . 
我 们 证 明 ， 如 的 一 个 元 素 4 对 所 有 的 p 和 g 都 上 共有 性 质 


paqoa= 0, (34.6) 
则 ac 必 有 形式 So。4。) 7. 
(证 】 设 : 
aa 一 之 9y。 (7EO). (34.7) 
将 (34.7) 代 入 (34.6) 中 , 得 : 
2 2 > PSIOa Ys. (34.8) 


左 侧 只 有 一 个 带 pg 的 项 , 即 pgYm， 右 侧 也 只 有 一 个 带 p4 的 
项 , 即 8 一 1 的 项 比较 系数 得 ， 
Ypa = Tay1. 
现在 我 们 选 出 一 个 不 具有 p9 形式 的 s。 这 时 ss 不同 于 所 
有 pa zu 因而 根据 组 合 引 理 必 有 两 个 数码 i 5 它们 在 之 中 
的 一 行内 并 且 也 在 ss 中 的 一 列 内 出 现 . 如 上 是 这 两 个 数 
码 的 对 换 ,t 一 (7%), 则 去 一 5 只 交换 数码 8-17 和 s- 坟 ,而 这 
两 个 数码 在 8-'s Yo 一 Ye 中 是 出 现在 同一 列 的 。 因 此 i 是 Pp 
型 的 置换 , 而 刀 是 9 型 的 置换 .因而 在 《34.8) 中 , 我 们 可 以 
设 2= 和 gt 所 以 对 这 个 特殊 的 s， 有 : 
Dsq = tss- 1ts= 8, 
vg 二 一 1, 
比较 (34 ) 左 右 两 僻 的 s 项 , 即 得 ， 
ys=—Ys, ys=0., 
故 在 (34.7) 中 只 出 现 s 一 p9, Ys 一 0ayi 的 各 项 , 从 而 : 
0= >pgoay1= (SaAo) Ys, 
证 毕 . a 
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由 以 上 证 明 立 即 得 出 , 对 经 的 每 一 个 元 素 5, 元 素 Sob 4。 

具有 形式 《S64。)Y, 因为 对 于 每 个 p 和 每 个 9， 
pSab Aaqoa = SabAa. 
故 有 SR AsE (SA) 0. 
设 S44。 一 Ta, 则 得 : 
TRI,ESHA SEIN. (34.9) 

现在 我 们 断定 , 多 I。 是 一 个 极 小 左 理想 . 事实 上 , 如 1 是 

多 To 的 一 个 子 理想 , 则 由 (34.9) 可 得 ; 
Toa,0, 
因为 1.0 是 一 个 极 小 的 Q- 模 , 故 必 有 : 
TI-=-7TO 或 Isl= (0)， 

在 第 一 种 情形 , 有 级 IT。= 有 罗 1L.eS2ZTJSE8 因而 != 2 在 
第 二 种 情形 , 有 PSE2Tw= (0), 因而 1= (0), 因为 除 (0) 外 没 
有 寡 零 理想 . 

对 a> 8, 极 小 左 理想 级 Is。 和 哆 Te 不 是 算 符 - 同 构 。 对 
a>>B， 由 (34.5)， 

SHRIs= SRSsAs ES As= (0), 
因此 对 岁 Te 的 任意 一 个 cy 
Sua' = 0. 
如 果 级 I。 守 级 Is， 则 对 名 I 的 任意 一 个 @， 
Sa =0. 

可 是 ， 这 对 ae= 世 = So4。 是 不 成 立 的 ， 因 为 S824。=fo8。4。. 
大 0, 

每 个 左 理想 级 1 给 出 一 个 不 可 约 表 示 ps， 根据 上 面 所 
述 ,对 不 同 的 a 这 些 表 示 互 不 等 价 . 

这 样 找到 的 表示 ps 的 个 数 等 于 (34.1) 解 的 个 数 。 这 个 
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数 同 时 也 是 共 轿 置换 类 的 个 数 ; 因为 每 -- 共 固 置 换 类 都 是 由 
一 切 可 分 解 成 有 确定 长 度 oa ao ou 的 循环 的 诸 元 素 所 
组 成 , 而 这 些 长 度 可 按 条 件 (34. 了 编 序 ， 然 而 , 因为 一 切 不 等 
价 不 可 约 表 示 的 个 数 是 由 共 轿 置换 类 的 个 数 给 出 的 ， 由 此 得 
出 ， 在 等 价 意义 下 ， 志 示 pa 耗 尽 了 对 称 群 .7 的 一 切 不 可 约 
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第 六 音 
分 子 光 谱 


535 分 子 的 量子 数 


分 子 在 一 级 近似 下 可 以 认为 是 了 个 电子 的 体系 ， 这 些 电 
子 在 空间 不 动 的 原子 核 周 围 运 动 。 我 们 只 限于 讨论 双 原 子 组 
成 的 分 子 并 且 略 去 自 旋 . 可 以 假定 各 原子 核 位 于 z 轴 上 ， 距 
公共 重心 的 距离 分 别 是 Br 和 8"”r7， 这 里 7 是 原子 核 间 的 距 
离 , 而 

MM 
i 

其 中 TM' 和 MM" 分 别 是 两 原子 核 的 质量 . 

电子 在 两 个 不 动 原子 核 场 中 的 本 征 值 问题 在 轴 旋 转 - 反 
射 群 级 ,下 保持 不 变 。 在 812 ( 例 3) 中 已 经 确定 了 此 多。 群 
的 表示 .结果 可 以 概述 如 下 ， 本 征 函 数 (pa 92-4) 成 对 出 现 ， 
这 里 4=0, 1, 2, … 是 轴 量 子 数 . 绕 2- 轴 转动 7 角 时 , 函数 
94 乘 以 er，0-4 则 乘 以 er， 在 4=0 的 情况 ， 有 两 种 本 
征 函 数 gt 和 gg5， 它 们 在 反射 s% 下 分 别 乘 以 十 1 和 一 I， 在 
这 些 情况 下 , 我 们 将 分 别 写 作 4=0+ 或 4=0-.， 和 群 胸 。 的 相 
应 表示 称 为 pt 和 ps.。 在 A4>0 的 情况 ， 有 两 个 本 征 函 数 pa 
和 -4 属于 同一 能 量 值 ， 这 两 个 函数 在 反射 sy 下 相互 对 换 . 
此 表示 称 为 ps。 表示 pt, ps 和 pa(4=1, 2,…) 是 群 级 s 仅 
有 的 不 可 约 单 值 表示 . 

属于 A4=0+, 0~, 1, 2, 3, … 值 的 能 谱 项 用 希腊 字母 
+, 35- 卫 ,，4, $B,，… 表征 , 这 跟 原 子 谱 项 所 使 用 的 拉丁 字母 
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S; PD, 玉 ,…. 相对 应 。 : 

对 于 绕 鞭 的 无 劳 小 旋转 工 , 有 

Ts74= 一 4， 

因此 Lpa ~i7 :pa = /Apa. 
这 意味 着 ， 在 oa 状态 , 角 动 量 分 量 8, 的 本 征 什 为 4. 

实际 上 分 子 并 不 是 原子 核 不 动 的 体系 .原子核 与 电子 一 
样 在 运动 。 体系 由 j 十 2 个 运动 粒子 组 成 。 正如 在 85 中 已 
经 着 到 的 ， 将 重心 取 作 新 的 坐标 原点 可 使 运动 质点 的 数目 缩 
减 到 /+1. 这 些 运动 质点 是 : 了 个 电子 ， 它 们 对 新 坐标 原点 
的 坐标 是 g1,…, gj; 以 及 “虚设 的 原子 核 ”, 此 核 在 两 真实 原 
子 核 联 线 方 向 上 距 新 原点 的 距离 为 "<。 这 个 虚设 原子 核 的 坐 
标 今 后 称 为 go. 

新 华 标 系 中 的 无 自 旋 蓄 定 记 方 程 是 $5 的 方程 (5.7). 方 
程 左 侧 第 三 项 在 一 级 近似 下 可 以 略 去 , 因为 它 比 前 一 项 小 . 对 
于 使 坐标 原点 即 重心 保持 不 动 的 旋转 和 反射 ， 此 方程 是 不 变 
的 任 一 国定 能 级 上 的 本 征 函数 都 构成 一 个 矢量 空间 ， 它 是 
对 于 旋转 和 反射 的 不 可 约 子 空间 的 直 和 。 我们 来 讨论 这 些 子 
空间 中 的 一 个 , 它 在 旋转 下 按 不 可 约 表示 px 变换 , 这 里 及 是 
一 个 整数 ， 子 空间 是 由 2K 十 1 个 线性 无 关 的 函数 


Wgo, 9 01) (m=K,K-1,..., 一 五 ) 
所 生成 。 此 外 , 可 以 假定 , 函数 出 在 反 演 
好 一 一 和 Y= ~—Yy, %=—2 
下 乘 以 w= 土工. 


从 现在 开始 用 7 表征 f+2 个 变动 质点 问题 中 原子 核 间 
的 可 变 距离 , 用 Pp 表征 * 的 一 个 固定 值 , 在 计算 绕 固 定 核 运动 
的 电子 的 本 征 函 数 g 时 就 用 到 此 7 值 ， 

我 们 必须 回答 的 问题 是 . 
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1. 对 国定 核查 出 的 本 征 函 数 p。4 和 这 f+ 个 变动 质点 
体系 的 本 征 函 数 wy") 之 间 有 什么 关系 ? 
2. 函数 p44 的 量子 数 4 与 函数 水 "的 量子 数 KK, m, ww 
之 间 有 什么 关系 ? 
3. 对 原子 核 之 间 有 固定 距离 p 的 分 子 得 出 的 能 量 值 
如 (p)， 与 +2 个 可 任意 变动 的 质点 的 苹 定 读 方 程 解 出 的 能 
量 值 之 间 有 什么 关系 ? 
旋转 马 使 函数 Wr” 变换 成 由 下 式 定义 的 新 函数 rw: 
(CR9o …, Rgy) = "go, 91) (35.1) 
新 函数 Wy" 可 以 表示 成 如 下 的 原始 函数 Ye 的 线性 组 合 ， 
wm =D am Bq), (35.2) 


其 中 gym《BR) 是 在 表示 pr 中 表达 有 BR 的 矩阵 的 矩阵 元 。 字 
母 9 代表 宗 量 go,…, 9;。 我 们 可 以 随便 用 什么 来 代替 这 些 
宗 量 ， 因 为 (35.2) 是 对 于 9 的 恒等式 ， 代入 宗 量 Bqo,…， 
Rg 并 考虑 (35 .1) 式 得 出 : 

f(go, 91) 一 立 Gom( 尼 ) Rgo, …, Rgqs). (35.3) 

我 们 可 以 把 任意 旋转 取 作 BR， 可 将 及 选 作 使 后 9o 变换 
到 在 z 轴 上 坐标 为 (0, 0, 7) 的 新 点 Q@ 的 旋转 ， 当 然 , 已 不 能 
由 点 9o 唯一 地 确定 。 假如 B 由 任意 方式 (当然 与 ge 点 的 位 
置 有 关 ) 选 定 ，B 随 后 可 用 ByR 代替 ， 此 处 B) 是 绕 z 轴 
转 7 角 的 旋转 . 

让 我 们 选择 使 9 变 为 @ 的 ， 并 将 其 代入 (35.3)， 因 
RRqo 一 Q@， 故 得 : | 

多 ”go ,97) = Dm BW Q, Rg », Ros). 

(85.4) 

因为 @= (0, 0, 站) 只 与 一 个 坐标 7 有关, 函数 
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VP (gq, 91) = QR, qi 9 《35 .5) 
a 中 (go,，…， 97) 的 少 两 个 .将 (35.5) 
代入 (35.4), 则 得 出 基本 公式 : 

ygo, 9) — Pam (BY (Rg, », Rgs), (35.6) 


借助 于 这 个 公式 , 寻求 一 组 在 旋转 下 按 表示 pr 变换 的 一 
组 函数 炎 ” 的 问题 ， 便 简化 成 寻求 一 组 少 两 个 变量 的 函数 
9 的 较 简 单 的 问题 . 

(35.6) 的 右 侧 与 点 和 以 及 使 oo 变 为 驴 的 旋转 玉 有关， 
左 侧 只 与 go= 五 -QQ 有 关 。 因此 ， 右 侧 的 函数 邮 " 不 可 能 是 
完全 任意 的 , 它们 必须 满足 下 面 导 出 的 条 件 ， 
在 (35.6) 中 , 可 以 取 绕 > 轴 转 y 角 的 旋转 五 ; 当 作 忌 ，Z 
使 Q@ 变 为 自身 、 在 表示 pr 中 , 表达 RR, 的 矩阵 4(BRy) 是 对 角 
算 阵 , 它 的 元 素 是 : 

Ggy (R,) =e™'9, 
因而 (85.6) 变 为 . 
8 (qi 7 91) =e YP (Ryqi, *…, Ryq1), 


WE Ry9s, *%, BQ) =e orp (Bqi, *…, Rygy), 
9 …，91 代替 yq1,，…， By91， 则 有 
Ry 二 eisrpy). (35 7) 
(35.7) 这 个 条 件 是 充分 的 . 事实 上 , 如 取 满 足 (35.7) 的 
关于 QQ@ 和 g1,…, gy 的 任意 函数 来 代替 (35.3) 中 的 籽 ”， 并 
且 计 算 (35.6) 的 右 侧 ， 则 得 到 的 函数 六 ”只 与 go 一 RnQ 有 
关 而 与 五 无 关 。 因为 如 果 用 ByB 代替 (35.6) 右 侧 的 旋转 
B， 则 得 出 : 
De am RYE RRg, …, RyRg) 


_ Ban) (Ra ee Ray), 
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即 由 (35.6) 确 定 的 函数 Wi 保持 不 变 . 
“.. 现在 我 们 来 研究 函数 yy’ 在 反射 % 
人 =%, Y=—Y, Y= 
下 的 行为 。 这 个 反射 可 以 看 作 乘积 Bys, 这 里 R, 是 线 y- 轴 转 
w 角 的 旋转 : 


而 s 是 反 演 ，、 
w= 2, Y=—Yy, 一 一 2 
为 了 报 据 基本 公式 (35.6) 来 计算 次 ” (sgo …，8s91)， 需 要 找 
出 一 个 使 sqo 变 为 & 的 旋转 。 :这样 的 旋转 是 忆 R， 因 玉 使 
890 变 为 8，BR, 使 29 变 为 Q@、， 因 而 有 ， 
f(sgo, **, 201) =D omlB BYP RRsg,, ,BRsgs). 
因为 Rs 一 sR 和 Bys 一 $y, 所以. 
J'™ (sgo, ***, 897) 
= an Rm RY (Rg, ,SyRg)). (35.8) 
为 了 计算 ao(By), 需要 研究 表示 px 的 基 矢 
ur toyR 9 
VRTI ETI)! 
在 及 ,作用 下 如 何 变 换 。 因为 ,使 
; vft9 -9 变 为 (一 DD ?wr 9s ?9 
( 见 $19), 所 以 有 : 
nkBRy) = (一 1)? (如 = 一 9)， 
=0 (如 雍 关 一 g) 
将 此 式 代 入 (35.8), 得 出 . 
fs90, +**, sq7) 
= ron BR)" (sy Rg, », HRe/). (35.9) 


我 们 已 假设 函数 业 "" 具 有 反 演 特征 数 w。， 情 况 正 是 这 样 ， 如 
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ol = — Y'—y, 2! 二 一 2 


果 式 (35.9) 等 于 wy"”, 即 如 果 
(—1)ro (sRg, *, syRqgy) = wj "(Raq, *…, Raqs), 
或 与 此 等 价 
(—1) tp (syq1, ***, $y97) 一 Mg (qi1, ***, q1)s 
或 更 简单 一 些 
sj = (—1)rt90pg 7 (35.10) 
满足 条 件 (35.7) 和 (35.10) 的 最 简单 的 方法 是 假设 只 有 两 个 
函数 光 ， 即 69? 和 业 不 为 零 , 如 9=0, 则 只 有 一 个 函数 
不 为 零 ， 在 第 一 种 情形 (4>>0), 有 一 对 函数 : 
WW 
它们 在 轴 旋 转 和 反射 下 按 表示 pa 变换 ， 在 第 二 种 情形 , 则 有 
一 个 函数 水 8?, 它 在 反射 s, 下 乘 以 因子 (一 蕊 mo 。 从 而 有 玫 
不 : 
PR 如 (一 1)*=w， 
P5 如 (一 = 一 w. 
我 们 将 在 $ 36 证 明 , 函数 y 在 极 佳 的 近似 下 可 以 取 下 列 形 
式 . 
Wy = 了 (7) p(T, 91s ~, Y). (35.11) 
第 一 个 因子 f(7) 决 定 距离 7 在 其 平衡 值 附近 的 振动 . Fr) 是 
非 谐振 子 微分 方程 的 一 个 本 征 函 数 . 第 二 个 因子 g,(g= 圭 4) 
决定 各 电子 在 两 原子 核 周 围 的 运动 ， 假 定 原子 核 在 空间 是 区 
定 的 , 
量子 数 4 和 长 的 物理 意义 是 容易 瑚 清楚 的 . 如 已 看 
到 , 94 是 算 符 工 ,的 本 征 值 为 4 的 一 个 本 征 函 数 . 因此, 电子 
角 动 量 LL 在 连接 原子 核 办 线 方向 上 分 量 的 算 符 天 Do 在 状态 
94 的 本 征 值 为 大 A( 当 然 ,在 状态 g_4 的 本 征 值 为 一 #d4) . 
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另 一 方面 ，hK 是 分 子 的 总 角 动量 ， 在 任何 一 个 状态 
了 区”"”， 算 符 2? 的 本 征 值 为 玉 ( 开 十 菩 ， 天 2 的 分 量 划 D: 有 本 
征 值 jz， 这 里 mm 取 从 五 到 一 五 的 一 切 整 数值 ， 确 定 总 角 
动量 的 量子 数 五 称 为 分 子 的 转动 量子 数 . 

因为 g= 土 4 只 能 取 大 和 一 长 之 间 的 整数 值 , 故 有 : 

kK>A4. 
“由 此 得 出 , 对 于 给 定 的 和 4 值 , 转动 量子 数 只 可 取 下 列 各 值 : 
K=A, A+1, A+2, »， 

怎样 确定 分 子 的 一 切 可 能 状态 呢 ? 

首先 使 原子 核 固定 在 适当 的 距离 p， 并 确定 电子 可 能 
| 的 状态 ps。 能 量 相同 的 状态 
(gx 9-4) 成 对 地 出 现 。 函数 
94 和 2-4 都 是 S36 将 要 导出 
的 微分 方程 的 本 征 函 数 ， 任 
何 状态 的 能 量 都 是 p 的 函数 
加 (p)， 对 于 稳定 的 分 子 , 这 个 
函数 有 一 极 小 值 ，p 的 实际 值 
都 在 这 个 极 小 值 附近 (参看 图 

图 10 函数 E(p) 10), 

一 旦 知道 函数 召 (p)， 决 定 振动 的 函数 了 (7) 的 本 征 值 间 
题 就 可 以 解 ( 见 836).， 解 与 振动 量子 数 "= 一 二 2, 3，… 有 关 ， 
也 与 转动 量子 数 久 有 关 ， 然 而 不 同 KK 值 的 能 量 值 是 差别 不 
大 的 .由 此 得 出 ,对 于 每 一 个 4 和 每 一 个 风 紧 靠 一 起 的 诸 能 
级 组 成 一 个 能 带 . 每 个 能 带 的 各 能 级 由 它们 的 转动 量子 数 到 
A, 4+1， 4+2 等 等 而 相互 区 别 . 

由 普遍 的 群 理 论 的 讨论 已 经 导出 关于 原子 的 量子 数 工 
:和 多 的 选择 定 则 。 当 然 ,对 牙 和 名 应 有 相同 的 定 则 ， 
+ 06 。 


-EB (p) 


不 稳定 的 


E(o) 
稳定 的 


人 


人 k, 慷 十 1 (0->0 除外 )， 
W—>— Ww. 

为 了 导出 和 的 选择 定 则 , 我 们 要 同时 讨论 电子 和 原子 核 
电 矩 的 算 阵 元 。 容 易 看 出 , 由 于 原子 核 运 动 缓慢 , 它 的 贡献 很 
小 , 因而 可 以 只 限于 考虑 电子 ， 我 们 必须 用 芷 二 ew,, 了 , 么 
各 算 符 去 乘 本 征 酒 数 (35.6)， 并 将 乘积 表示 成 本 征 函 数 
(35.6) 之 和 .结果 是 一 个 go 的 恒等式 应 该 成 立 ， 特别 对 于 
go 一 Q.， 在 此 情形 下 , 可 以 取 B 为 单位 元 ,于 是 (35.6) 化 为 : 

VO, gi ,97 = (G9) 如 m=g= 土 4; 

=0, 其 他 情形 . 

我 们 讨论 g= 十 4 的 情形 ，g= 一 4 的 情形 可 以 同样 论 

述 ， 在 转动 BE, 作用 下 , 函数 Vi 乘 以 er, 函数 
(+ ZY 
分 别 乘 以 et4+D7， 6-K4-DY， et4y， 
因此 , 在 这 些 乘 积 的 展开 式 中 , 只 能 出 现 有 
4=4H1 A 或 4 一 
的 各 项 pg .同样 ,如 4 为 0+, 则 (下 土 证 )y6Y 和 2Y8 的 
开 式 只 包含 A'=1 或 0+ 的 各 项 ， 又 如 4 为 0， se 
4 一 1 或 0- 的 各 项 ， 因 此 1 的 选择 定 则 是 . 
->4HL 或 4 或 44-1， 

但 0; 一 0 和 0- 一 07 都 不 成 立 . 

注意 ,在 0 一 0 和 0 一 0 情形 , 量子 数 及 必须 跃迁 至 
太一 1 或 -+1, 因为 否则 允 一 一 纪 的 选择 定 则 将 被 违反 。， 


(35.12} 


$36 转动 能 


在 §35 我 们 已 经 讲 到 ， 在 相当 好 的 近似 下 ， 可 以 假定 函 
py 是 乘积 (35.11): 


e 07 e 


Y=) gr, 9 1 
式 中 了 (7) 是 振子 问题 的 本 征 函数 ， 而 两 个 函数 own 人 9 一 上 4) 
省 y 了 个 电子 在 固定 核 周围 运动 的 责 定 谓 方 程 的 解 . 

为 了 证 明 这 个 论断 ， 我 们 回 到 分 子 的 波动 方程 ， 在 85 
已 经 说 明 , 如 何 得 出 一 组 粒子 相对 于 其 重心 运动 的 波动 方程 . 
得 到 的 方程 (5.9) 对 分 子 和 原子 一 样 有 效 ， 然 而 现在 的 粒子 
数 是 了 十 2, 而 不 是 +1 因此 应 有 : 

rr + 本 
儿 是 第 二 个 核 和 电子 对 于 重心 go 的 相对 坐标 ，M 是 分 子 的 
总 质量 . 
在 第 二 项 中 ,和 是 从 1 取 到 f+1, 它 乘 以 二 是 第 二 个 核 


以 及 电子 的 动量 之 和 的 算 符 ， 由 于 因子 加 /2M 很 小 , 电子 的 
动量 可 以 略 去 ,于 是 求 和 恰好 化 为 w= 工 一 项 , 这 一 项 可 以 与 
第 一 个 和 的 头 一 项 合并 .因而 得 到 简化 的 方程 ; 

人 (- 吉 - Ls 十) 和 4 一 3 4+0)y- By. 

在 同样 的 近似 下 ， 可 以 认为 整个 分 子 的 重心 与 原子 核 的 
重心 相 重合 , 而 且 可 用 jw 十 jw 代替 我们 可 以 引入 矢量 
人 


Iinogo tH191 
Ho 十 Ai 


91 一 91 一 9o 一 091 一 (gq1— go). 
[二 - 半 训 +0y-BY 
2M* S 家 
了 个 太 谨 设 质量 《ficetitious nee): 


M*= _ KoM1 _ 
Kot Hi 
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回 到 原来 的 记号 ,可 给 电子 以 标 数 到 了 ,并 用 go 和 好 
代替 9 和 小， 则 得 出 : 
天 


1 站 4+Ul= Ey. (86.1) 


2M* 
我 们 必须 在 此 基本 方程 中 , 用 式 (35 .6) | 
"= am RE (Rg, “””” Rgy) (36.2) 
代替 册 . 


主要 问题 是 计算 (86.1) 中 的 第 一 项 . 必须 计算 4oy”. 如 
在 8 6 那样 , 对 于 qo, 可 以 引入 极 坐 标 7, 0, pg, 并 写 出 . 
4, = 0 2 9 


Bi + 训 十 - 语 Dos 3 
这 里 De 只 作用 在 9 和 2 上 。 头 两 项 不 存在 困难 : 它们 不 作用 
于 及, 而 只 作用 于 7, 这 表明 在 (36. 2) 右 侧 它 们 只 作用 于 9。 
于 是 剩 下 的 只 是 计算 Doy”. 
根据 (8.6), 算 符 Do 可 写成 : 
Do=—L5=—(Lest+ Le,+ 16.). 
直接 计算 一 .Z6y" 并 不 容易 , 因为 (86.2) 的 右 侧 与 9 和 9 的 
关系 稍为 复杂 一 些 ，(36.2) 的 右 侧 出 现 旋转 有 BR, 它 使 qo 点 变 
到 Q@ 所 在 球 上 的 北极 @= (0; 0, p) .可 以 选 绕 垂 直 于 08go 
平面 的 轴线 转 2 角 的 旋转 作为 RB， 但 是 这 个 转动 对 9 和 p 取 
微 商 却 不 是 一 件 容易 的 事 . 
由 于 这 个 原因 ,我 们 引入 总 角 动 量 学 , 它 的 分 量 是 : 
工 一 Los 十 Ls 十 … 十 上 Is， 等 等 ， 
以 及 电子 的 角 动 量 .2', 其 分 量 为 : 
氏 一 荆 z 十 … 十 Ljz， 等 等 . 
可 以 注意 到 ，L; 与 Ls 对 易 ， 同 样 与 和 荆 与 都 对 
易 。 因 此 有 : 
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—Do— Li ( 儿 一 多 7)3 一 22 一 3221. 十 12。 (36.3) 

在 状态 甸 一 必 ”, 分 子 的 总 角 动 量 是 ,因此 有 ; 
LW-K(E+DY. 
算 符 么 ”只 作用 于 电子 。 乘积 p ?与 算 符 4, …, 4 的 
数量 级 相同 , 但 在 (36.1) 中 ,它们 与 因子 六 /2M"* 一 起 出 现 ， 
如 /2M* 最 大 也 不 超过 (36.1) 的 其 他 各 项 中 的 因子 起 /2 的 
千 分 之 一 。 因 此 在 第 一 级 近似 下 , -2” 项 可 以 略 去 。 细致 的 
分 析 表 明 ，(36.8) 的 中 间 项 一 29-9G' 与 最 后 一 项 -2'? 有 相 
局 的 数量 级 , 因此 两 项 都 可 路 去 ， 在 此 近似 下 , (36 .1) 化 为: 
ty 
2 

-UBEY. (36.4) 


现在 让 我 们 转向 8 35 中 的 基本 方程 (35.6): 
"(go, 2 91) = Doom BR)pE (Rg,, es Rgqy). (36.5) 


这 个 函数 炎 ” 必 须 满 足 微分 方程 (36.4)， 在 这 个 微分 方程 
中 ， 不 再 出 现 对 9 和 9 的 微 商 ，9 和 yg( 因 而 R) 可 以 看 作 是 
常数 ， 因此 如 果 右 侧 的 函数 jb? 满足 该 微分 方程 ， 则 对 于 从 
五 到 一 开 的 一 切 mm 值 ， 左 侧 的 函数 ww 也 能 满足 ; 反之 亦 
然 ， 于 是 可 以 取 任 意 一 组 2 开 二 工 个 函数 当 作 炒 P, 这 些 函 数 
满足 (36.4), 并 有 恰当 的 变换 性 质 (35.7) 和 (35.10): 
{ RJ = epgy, 
sj = (—1) rtpe?. 
特别 是 ,可 以 设 函 数 V8 中 只 有 两 个 不 为 零 . 这 两 个 函 


(36.6) 


数 

YE Rg, .…, Rgy) | 
对 任意 确定 的 马 值 都 必须 满足 (36.4)。 特别 是 ， 可 以 选 甩 
“210。 


为 单位 元 , 于 是 得 到 应 满足 微分 方程 (36 .4) 的 一 对 函数 : 
Fg …，91) 。 

当然 ， 只 讨论 一 个 函数 骸 ” 就 够 了 ， 另 一 个 可 以 经 过 反射 sw 

从 它 得 到 . 

《36.4) 的 物理 意义 如 下 。 消除 了 核 旋转 : 核 沿 2- 轴 上 下 
运动 ,它们 共同 的 重心 是 坐标 原点 。 每 个 核 在 其 平衡 位 置 附 
近 振 动 . 由 于 旋转 “离心 力 ”, 在 哈密 顿 量 中 出 现下 列 一 项 : 

i K(K+1) (86.7) 


2M* 7 
应 用 微 扰 理论 可 以 得 到 更 好 的 近似 ， 本 征 函 数 几 ” 仍 可 
保留 , 但 是 能 量 值 与 (36.4) 得 出 的 第 一 级 近似 略 有 差别 。 修 
正 值 如 可 以 与 4 有关 .在 本 书 的 德 文 版 中 , 用 
2? K(K+1)-/A? 
人 (36.8) 
代替 (36.7) 那 一 项 , 得 出 粗略 近似 的 修正 。 然而 我 不 知道 这 
个 近似 有 多 好 . 
现在 尝试 利用 形 如 
=f pr, qi, *%, q7) 《36.9》 
的 乘积 来 代替 峭 以 便 求 出 (36.4) 的 一 个 近似 解 , gp 是 个 电 . 
子 的 薛 定 雇 方 程 的 一 个 解 ， 这 些 电子 在 固定 于 z 轴 上 相距 为 
7( 或 p) 的 原子 核 周 围 运动 。 此 蕉 定 证 方程 为 . 


-六 Sa4ptUp= Br)g. (36.10) 
在 解 此 方程 时 , 可 以 用 固定 值 p 来 代替 变量 7, 但 是 应 该 
记 住 ， 此 方程 的 解 Pp 不 仅 与 qi1, *“*“*, Gs 有 关 ， 而 且 也 与 7 有 : 


关 . 
如 果 将 水 = 了 (7)g 代入 (36.4), 算 符 


°° 2TTw 


2 _ 0 
Ori 7 Dr 
不 仅 要 作用 到 第 一 个 因子 了 上 , 也 要 作用 到 第 二 个 因子 2 上 . 
这 就 给 出 形 如 下 面 的 项 ; 


2 
—2f,9r—forr— 了 jp 


然而 它们 还 要 乘 以 很 小 的 因子 让 /2M*， 因为 M* 比 凡 大 , 这 
些 项 可 以 略 去 .于 是 方程 (36 .4) 化 为 : 
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+f()(- 融 i 


由 于 (36.10) 左边 第 二 项 可 用 f(r)B(r)g 代替 ， 故 得 关 
于 了 了 的 微分 方程 : 


(- 有-( 语 让)+B0) 
+ ELD ) yp Ef. (36.11) 


方程 (36.11) 的 形状 与 直线 上 运动 的 质 点 在 势能 为 
Ur) -再 二 -2 EEHD (36.12) 


72 
的 力作 用 下 振动 的 藤 定 读 方 程 的 形状 一 样 . 只 有 当 函 数 吕 (7) 
具有 小 于 它 在 无 穷 远 处 之 值 7 (co) 的 极 小 值 时 ， 才 可 能 有 稳 
定 的 分 子 、 (36.12) 中 的 主 项 召 (7), 恰好 就 是 由 距离 为 ?的 
两 个 图 定 核 和 了 个 电子 组 成 的 体系 的 能 量 、 当 r->0， 能 量 
卫 (7) 趋 于 无 穷 大 ， 当 r+>o0， 能 量 趋 于 两 个 分 离 的 原子 或 离 
子 的 能 量 U(co)( 见 图 10)， (36.12) 右 侧 的 第 二 项 来 源 于 原 
子 核 旋转 的 “离心 力 ”。 更 佳 的 能 量 值 妃 可 以 用 微 扰 理论 求 
出 , 即 令 函 数 业 ”保持 不 变 ， 并 由 原来 精确 的 哈密 顿 量 计算 


* R212. 


《Hy W">， 然而, 由 于 函数 烛 " 的 普遍 形状 和 行为 比 妃 
的 精确 值 更 为 重要 , 微 扰 理论 的 这 一 应 用 就 无 重要 意义 。 此 
外 , 在 哈密 顿 量 中 略 去 的 项 与 未 略 去 项 之 比 的 数量 级 为 (4/ 
了), 而 且 无 论 怎样 也 不 能 准确 地 知道 函数 至 (>), 故 对 略 去 各 
项 的 更 好 的 近似 看 来 是 无 意义 的 . 

总 之 ,为 了 得 出 分 子 本 征 函 数 的 有 用 的 近似 ,我们 需要 采 
取 下 列 步 又 : 

首先 , 求解 电子 本 征 函 数 的 微分 方程 (36.10)， 这 些 电子 
在 相距 为 的 固定 核 附 近 运 动 。 这 是 最 难 的 一 步 , 它 给 出 一 
对 本 征 函 数 ve#4) 和 一 个 能 量 注 数 EB(7). 

其 次 , 对 于 核 振 动 求 解 (36.11) 的 本 征 值 问 题 ,并 构造 积 : 

y= pr, gq, 91) (q= 土 4). 
第 三 ,用 (36.2) 计算 分 子 的 本 征 函 数 几 r: 
V™ = Dom (BW (Rg, …, Rg). 


现在 我 们 细致 地 考察 振动 问题 (36. 11) 的 本 征 函 数 了 (7) 

和 它 的 本 征 值 召 . 令 4 和 9 保持 固定 .如 函数 召 (") 有 一 
个 小 于 五 (ce) 的 极 小 值 ， 如 图 10 所 示 ， 就 会 有 有 限 个 或 无 
限 个 本 征 值 妃 (o= 1 2, 8,…)， 数 ， 称 为 振动 量子 数 ， 能 
量 ,不 但 与 %, 也 与 决定 (36.11) 中 第 三 项 欧 转 动量 子 数 到 
有 关 ; 于 是 可 以 把 ,写成 Bo(K). 如 果 太 到 ,A+1， 
4 十 2, … 诸 值 ，(36.11) 的 第 三 项 不 会 有 太 大 的 变化 。 只 要 
K 不 太 大 , 则 . 

I KC(E+D 

2M* 
这 一 项 从 任何 一 个 太 到 下 一 个 十 1 的 变化 , 通常 是 小 于 一 
个 振动 项 加, 到 下 一 个 已 si 的 变化 。 因此 对 每 一 固定 值 %， 
都 有 一 紧密 靠近 的 转动 能 级 序列 : 
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E,(A), EA+1), Ev(A+2), 

现在 我 们 看 这 种 情况 为 发 射 光谱 或 吸收 光谱 造成 怎样 
的 后 果 . 假设 电子 组 态 由 一 状态 2 牙 迁 至 另 一 状态 w ,与 此 
同时 ， 所 动量 子 数 "可 跃迁 至 多 ， 至 于 天 ， 有 几 种 可 能 的 天 
和 五 ”它们 给 出 一 些 吸收 线 或 发 射线 ,所 有 这 些 线 分 属于 五 
和 五 的 不 同 值 ， 但 是 都 属于 同一 个 og 到 yw’ 和 wv 到 wv' 的 路 
迁 . 它们 密集 起 来 形成 一 个 带 . 对 于 及 ,选择 定 则 为 : 

KK 一 KK 一 1 或 开 或 开 十 1 


因此 , 带 由 三 支 组 成 ， 
忆 支 K-—>K+1, 
Q@ 支 EK—>K, 
忆 支 a 


箭头 适用 于 发 射线 ; 对 吸收 线 箭头 应 反 转 如 始末 态 都 是 立 - 
态 ( 即 4=0+ 或 0 )，KK 应 跃迁 至 不 十 1 或 区 一 1 ( 见 $ 35 
末 ), @ 支 就 不 再 出 现 . 

如 考虑 电子 的 自 旋 , 就 要 产生 新 的 复杂 问题 , 这 里 对 此 不 
作 讨 论 。 我 只 指出 , 如 果 初 态 大 而 也 有 末 态 的 自 旋 量 子 数 均 
为 零 ， 则 情况 并 不 复杂 .所 有 的 谱 项 仍然 是 单项 ， 如 果 有 自 
旋 , 并 且 只 要 多 重 项 的 裂 距 小 于 相 邻 的 转动 谱 项 间 的 距离 @， 
自 旋 就 可 当做 小 的 微 扰 处 理 ， 转 动量 子 数 为 五 和 自 旋 为 S 
的 每 一 谱 项 分 裂 为 多 重 项 .正如 $27 中 所 述 , 多 重 项 中 的 每 
一 项 用 量子 数 表征, 其 取 值 为 : 

J=K+S8, K+S—1, ., |K—S|. 


$ 87 两 个 全 同 核 的 情形 


如 分 子 的 两 个 核 有 相等 的 电荷 ， 则 8 35 讨论 过 的 二 中 心 
@ ”对 于 象 Hz 一 类 的 轻 分 子 以 及 所 有 的 史 - 项 就 是 这 种 情况 
。 TXT4。 


问题 具有 另 一 种 对 称 性 ， 对 重心 进行 反 演 8 
v= rt, Y=—Y, Y=—% 
时 , 将 它 变换 成 其 自身 。 反 演 * 跟 轴 旋转 群 以 及 反射 的 所 有 
操作 都 对 易 。 如果 s 作用 在 无 自 旋 的 电子 本 征 函 数 2(&) 上 ， 
则 这 些 函 数 将 乘 以 因子 s= 土 1， 这 在 考虑 到 自 旋 时 仍然 有 
效 , 因 为 纯 自 旋 函数 在 s 作用 下 保持 不 变 . | 
我 们 知道 ， 函 数 9 是 以 具有 相等 能 量 的 pa， 9g-4 成 对 出 
现 的 . 如 pa 属于 某 个 8 值 , 即 如 
304 一 25149 
则 w-4= s%p4 属于 同一 个 8， 因 为 
5(8v94) = 8ys94— SyEPA— £34). 
一 十 1 或 一 1 的 各 谱 项 通常 表征 如 下 : 
2 一 十 1 2,, 4,…:“ 偶 项 ”， 
2 一 一 1， DJ， 4 …:“ 奇 项 ”. 
如 反射 s 乘 以 绕 z 轴 ( 原 子 核 连 线 ) 的 180" 旋转 , 则 得 到 
对 wy 平面 的 反射 . 
sR.= Rs=s,, 
可 以 看 出 , 函数 944 在 反射 下 乘 世 (一 芒 4e。 在 下 面 ， 我 们 将 
不 使 用 这 种 反射 , 因为 用 反 演 s 可 得 出 较 简单 的 公式 . 
如 果 相 等 电荷 (或 原子 序数 ) 的 原子 核 还 有 相同 的 质量 ， 
出 自由 运动 分 子 的 微分 方程 在 原子 核 交 换 (也 就 是 用 一 go 代 
替 qo) 时 也 是 不 变 的 。 整个 体系 的 本 征 函 数 风 可 以 是 对 称 的 
或 反对 称 的 ， 即 如 用 一 go 代替 go， 则 沙 应 乘 以 x= 十 1 或 
X= 一 J， 现在 来 推导 8 和 之 间 的 关系 式 . 
如 同时 进行 原子 核 的 置换 (go 一 一 ‰o) 和 整个 体系 的 反 演 
3S(9o 一 一 90， 0 一 一 %1， 等 等 ) 则 得 到 变换 : 
241 一 一 21 5 09>— gy, 


075。 


A 


即 反 演 * 只 作用 于 电子 . 在 此 变换 下 , 本 征 函 数 乘 以 w"X.: 如 
原子 核 固 定 , 这 仍然 有 效 , 即 函 数 gzx4 仍 乘 以 wv,%, 因此 有 : 
| 8 =WwWeX. (37 .1) 
对 于 对 称 性 特征 数 zx 有 选择 定 则 x->x， 因 为 如 果 由 在 核 比 
标 中 是 对 称 的 或 反对 称 的 ， 则 有 由 ,了 由 和 2 也 是 如 此 。 与 
原子 情 肚 一样 , 也 有 一 一 因此 s 的 选择 定 则 为 : 
£6—>—8, 


即 ， 偶 谱 项 只 与 栖 谱 项 合并 ， 反 之 亦 然 。 


* 216 。 


